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SUR LES

EOUATIO-NS' DIFFERENTIELLES LINEAIRES
A  COEFFICIENTS PERIODIQUES,

Par M. G. FLOQUET,

PROFESSEUR A L\ FACULTE DES SCIENCES DE NANCY.

Je considere, dans ce travail, unc équation différentielle linéaire
¥

homogene
m v -t y el 2 ¥

p()‘) = ZIJ.’,_”; +Pl (lJ’,""';l +P2 dorm-t

e E ) =0,

a coelticients uniformes et pértodiques, de méme période w, et dont
I'intégrale générale est supposée uniforme.

J'étudic la forme analytique des solutions.

Si I'on faisait Ie changement de variable

2Er\/:

-
w e
1z =5,

on obtiendrait une transformée linéaire dont les coefficients seraient
des fonctions unifermes de &. De I'expression connue de ses intégrales,

dans le domaine d’un point singulier, on pourrait conclure, en posant
Zuv-\/Tl
Z—=e¢ *“ ,laforme des solutions de P(y)=o.

Mais j"ai préféré aborder la question directement, sur 'équation P =o
elle-méme, d’autant plus que, pour suivre cette voie, il suffit de se
reporter aux célebres recherches de M. Fuchs, en adoptant une méthode
identique i celle qui I'a guidé dans I'étude des intégrales autour d'un

peint singulier (').

(1) Journal de Crelle, t. 66,
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Jobtiens ainsi un systeme fondamental S de solutions, lié¢ 4 une
certaine équation algébrique A = o, analogue 3 I'équation fondamen-
tale de M. Fuchs, et que jappelle Véguation fondamentale relative a la
période . Le premier membre A est un déterminant de degré m par
rapport & I'inconnue ¢. Les éléments du systeme S constituent autant
de groupes que I'équation fondamentale A = o a de racines distinctes,
et, en appliquant le procédé exposé dans un important Mémoire de
M. Hamburger ('), on peut facilement distinguer ces groupes en sous-
groupes indépendants les uns des autres.

Farrive en particulier aux conclusions snivaates :

1. Soient ¢, ¢, ..., ¢, les racines distinctes de I'équation fondamen-
tale A = o3 soit }; Uordre & partir duquel les déterminants mineurs de A
cessent d'étre tous nuls pour s =g, :

1® P = o admet comme intégrales distinctes %, + dy-+ ... + i, Jone-
tions peériodiques de seconde espéce, et n'en admel pas damnmge;

20 I existe un svsteme fondamental de solutions comprenant d’a-
bord X\, + ), + ..+, fonctions périodiques de seconde espéee,  puis
m— (A, 4 ks ...~ X,) erpressions qui affectent chacune la Jorme
d’un polynéme entier en x, avant pour cocfficients des Jonctions pério-
diques de seconde espéce de méme multiplicatenr;

3° Les muduplicateurs des fonctions periodiques qui fisurent dans ce
systeme fondamental soit comme éléments, soit comme coefficients dans
los cléments sont cganr aux diverses racines Eiy By -ouy €, del ‘équation
Jondamentale.

Il Pour que P = o admette comme intégrales distinctes m Jonctions
périodiques de seconde espéce, il faur et il suffit que chaque racine de
A =0 annule tous les déterminants mineurs de A jusqi'a lordre égal
au degré de multiplicite de cette racine exclusivement.

Je dis qu’une fonction uniforme () est une fonction periodique de
seconde espcee, de période w, lorque I'on a

Flr 4+ w)=:5(x),
le muliiplicateur ¢ étant une conslante. Si e =1, la fonction est pério-
dique; clle est dite aussi périodique de prerniere espece.,

(1) Journal de Crelle, \. 76.
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I. — Equation fondamentale.

t. Désignons par fi(x), fo(x), . os ful@) m solulions distinctes de
I'équation P= o, choisies arbitraivement. Silon fait déerire i Ja variable
un chemin queleonque allant du point @ au point £ + o, les fonctions
uniformes f{x) acquigrent en 2 + « des valeurs déterminées f, (x 4+ w],

Sl )y ooy finlw = w), tandis que les cocfficients périodiques de
P = o reprennent lears valeurs initiales p,, pa, «. ., pm- Dol Je conclus
que /(& + o), filax+ o) o fulx + o) sont aussi des intégrales de
P = o, constituant un systeme évidemment fondamental. On a done

. Silz +w) =Aufilx) + Apfi(x) +. o+ A S (2),
fl(x+m) ::A'llfl(xj -+ Azﬂf‘z{z) +---+A'_'mfm(~z')y

fm (l' -t (u) - Aurlf! (."I") -t Am'."f'_'(-’:) ..t -'\mmfm (-L' b

le déterminant des m? constantes A étant dilférent de zévo.

Supposons que =0 admette comme intégrale une fonetion périe-
dique de sceonde espeee F(a), de période o, au multiplicateur e. Oua
neécessairement

l"((l:) == ”lfl(“l") + “'.’.f‘-‘(‘l.) I ”/H_/‘m(‘l.)b
les constantes @ n’étant pas toutes nulles, ct, par hypothese,

For+w) —el(a),
¢'est-d-dire
(Mg Ngg ity oo Aty ) i)
e (Aggtt,  Agatty -+ = At fa(r)
b e e e e
A (Agmtty + Az et oo A U ) fo ()
=zl fi(r) +us fulx)+. .+ Um fn{x)].

Or cette egalité exige que wy, Uy, - .. Uy CLE satisfassent aux m équa-

tions
(A — =)+ Ay iy b A, —= o0,
Al e (Agg-m ) Uy Aty - o,
“\lm ul -t A-zm L3 I o (“&mm_ E) i, = 0,

Aun, de t'Ec. Normale. 2% Série. Tome X1, — Fevminn 1883, 7
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qui entrainent la suivante :

A“—-E *&l:‘ “e 1\1”1
Ay Ap—e ... Aso
A= =0
A Auz! e '\mm-“ E

Celle équation’ A = o, de degré men ¢, el qui n’a ni racines nulles,
ni racines infinies, est ce que jappellerai I'équation fondamentale rela-
tive ¢ la période o, ou simplement I'équation fondamentale.

On peut dire alors que :

Toute intégrale periodique de scconde espece, de période w, @ un multi-
plicateur qui est raciné dv l'équation Jondamentale. '

Réciproquement, a une racine de Iéquation fondamentale corres-
pondent, par les équations du premicr degré en u, des systemes de
valeurs de ,, t, ..., 4,y Ui ne sont pas toutes nulles, et par suite
des fonctions ‘

y JL(8) At fo () et [ (1)

differentes de zéro, et périndiques de seconde espece. Si en particu=
licr Péqnation A == o admettait comme racine une racine de Uéqua-
lion binome ¢ — t = o, on obtiendrait une intégrale possédant la

periode ko,

9. Les racines de I’ équation fondamentale sont indépendantes du chotr
du systéme fondamental.

Pour l¢ démontrer directement, considérons un autre systeme pareil

gi(x) gal@), ooy galx), tel que

g+ w) =Bz (2) +Ban(r) —. o+ B (o)
ol +0) = Bugr (@) &+ Baga(e) - Bungulr),
R R R

gm(*"v +w)= Bzrllgl (T) + Buzﬂ;’;’&(‘”) + et B,,,,,,“_’,,,(.l‘),

le determinant des 72* constantes B étant différent de zéro. L’équation
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fondamentale, pour ce nouveau systeme, est

By—:¢ Bie B
A= B, Byp—e ... B

.. IR .

Bml “mz “re Bmm — &

Je dis que les deux polyndmes A el A, sont égaux, quel que soit ¢.
Soient, en effet, 4

gi(r) ;Iatl_fl(-l') 4+ Lyfalx) +. oo Lo f(2),
g‘l(‘r) = L:!l./’l("r) -+ ngj.-_:(-'l') R le‘/‘m(‘r)’

Fu ()= Ly fi({r)+ Loofale)+. .4+ LamSal{r)

les équations qui expriment linéairementles g(a) i 'aide des (), le
déterminant A, des m?® constantes, L n’¢lant pas nul. On obtient alors
pour g;(.x 4+ ») les deux expressions suivantes
el A w)={ VPN RS SR Ly Ay l‘r‘ln)‘/.l(‘{.) Hati
. -+ (,r\lm l./l R A o Lr'm)./.m ("l ),
ZilrAw) = (1, by, - Boala 4. - B Lo Yoo -
-+ (Hll I*:m o= “un quur )J’m(l)
Par suite, les coefficients de chaque fonetion f(a) devant élre égaux
dans ces deax expressions, on a, pour les diverses valeurs de c et de 7,

A=t b=
\ N :
P 1\/..] L,’/A _ I’M‘L/"j = ("U"
s st
A= Aot

Il vésulte de la que les deux déterminants obtenus en multipliant le
déterminant A, successivement par les déterminants A el A, ont lears
éléments égaux chacun i chacun, et se confondent tous deux avee le

déterminant
~ B - N -
Cip— Ly s Cia— Lyt v (‘xm_le*
Gy — Lz Cay— Laae coe Con— Ly,
- . . * -
(‘ml_' Lmls (‘m'l - Lm‘l¢ L “mm— me'—

On a done
A A= A4,
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et, comme A, n'esl pas nul, les deux polynomes A et A, sont égaux
quel que soit e,

La démonstration précédente est de M. Hamburger, qui U'a appliquée
a I'équation fondamentale de M. Fuchs. M. Hamburger prouve, en
outre (*), que :

Si, pour une valeur de z, tous les diterminants mineurs Jusqua
{"ordre . — 1 sont nuls dans A, sans que tous ceux d ordre ). le sotent, il
en est de méme dans le déterminant A,.

II. — Systéme fondamental 8. — Groupes d'intégrales.

3. Supposant d’abord les racines de "équation fondamentale toutes
différentes entre elles, je les désigne par ¢, e, ..., g, Fen déduis
{no 1), par Uintermédiaire des équations co w, s integrales périodiques

! . . hl Al Al ’ Y . - ) .
de seconde espece Fy (), Fu(x), o0, I, 00), de période w, aux malti-
plicateurs vespeelifs g, €, ..., g,. Ces m fonctions uniformes consti-
tuent un systeme foudamentals car. s'il existait cntre elles une relation
a coefticients constants de la forme

Cl Fi('r) = (:.’ F'l(‘)") P Cm I"m("’.) — 0,

on en conclurait, en changeant @ en @ -+ m m — t [vis de suite,

1 ! e I
£y 2y S S
4 2 -
S | = o
w1 mo1 -1
ey gy e B

ce qui est impossible. Done :

St Iéquation fondamentale n'a que des racines simples, P == o admet
comme intdgrales distinctes m fonctions periodiques de seconde espece, de
période w et avant pour multiplicateurs ces racines.

%. Considérant maintenant le cas des racines muliiples, je désigne
par e, &, ..., & les racines distinctes de 'équation fondamentale, et
DA (L, Uav ..oy &, leurs ordres de multiplicite respectifs.

(V) Journal de Crelle, t. 16, p. 115, 116 et 117,
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Envisageons d’abord la racine g,.

Fen déduis (n° 1), b aide des équations en u, une intégrale pério-
dique de seconde espaee F\(x), de période @, et de multiplicateur ¢,
ce qui est toujours possible. Remarquant ensuile que les valeurs des
n constantes u, qui figurent dans

F‘I(I): ”l./.l.('l") -+ L‘ef-z(x) ok “mfm(x)t

ne sont pas toules nulles, je suppose, par exemple, la valeur de «, diff¢-
rente de zéro, et j‘observe que dans cette hypothese le systeme des
intégrales F\(x), £u(@), fi(2) «ooy f(x) o8t aussi fondamental. Je le
substitue au systeme primitif £, (), fi(2), <. Sl @),

Cela posé, sotent .

Fi(z + o) =g Fi(x),
fole =) =By I () -+ B folz) 4. Bay S (2),
Jo(z - w) == By () B /() ot Ban f (),

j‘m(-r -+ ll)) = “ml l“’;(‘r) = “m'_’ ju(x) [ o B/nm _f:u('l")-
L’¢quation

g —¢ o 0 \

B, Bum—ct ... Bu

[
°

Bml nm‘l e nmm —&

a les mémes racines (n° 2) que U'équation & =o. Par conséquent,

I'équation
Bpam—e ... Bs..
s s . — 0
131112 e Brnm_" €
admet encore la racine ¢,. I[L en résulte que, si u, ;. ..., u,, désignent

un ensemble de solutions des équations

Bt e (Bam— ) =0,

on pourra supposer queé les m — 1 couslantes u’ ne sont pas toutes



24 G. FLOQUET.
nulles. Si done on pose

() = uy fi(x) -+ ty fi{(2) ooty S (),

ar
b
2

Pintégrale I",(x) n'est pas identiquement nulle et satisfait, en outre,

A la condition
V(- w) =2y Py (0 -0 Fulr),

comme on le vérifie aisément. La notation =, désigne la constante
Byt + By ey ...+ Bt

qui, d'ailleurs, peut ¢tre zéro. Supposant, par excmple, 7, différent de
zéro, je substitue au systeme (), fo(x), Solax), oo, fula) Lo sys-
tome V' fa), Tl filas, oo, fula o qui est aussi fondamental.

Raisonnant sur ce nouveal systeme conmme sur le pl't'-cétlcnl, jlob-
tendrai une intégrale Fioa) satisfaisant a la condition

(e o) = o By ey e 0 5 (e,

2y, ol gy, désignant des constantes ¢ ui peuvent étre nudles. Puis je rem-
3 32 a

placerai te systeme employé par le systeme
ey, G Fite filan ooy St e,

qui pourra ausst Stre resaede comme fondamental.
Fn continuant de la sorte, farriverat aw systeme

I ey, ¥ Gy ey fuale) oo, St

!

Avant ainst déduaitde fa racine g, les g, intégrales F/iag, on teaitera

do meme La racine .. On en deduira les o, intégrales F L B
F' (e, et Lon arrivera au systeme fondamental

In]

B 10y o B e Frie) B, oo FL0e, fa 000 s St

i

On répetera fe meéme raisonnement suecessivement pour chacune les
AULPCS PACINES T4, S50 » . oy 5 Finalement, on aura un systeme fonda-
mental d'intégrales composé de r groupes, analogues au groupe Fried.

D’oll cetle proposition :

Soit n le nombre des racines distinctes =y, ¢y, « -y & de Uéquation fon-
damentale; soient [Lyy Loy « .., Uy, leurs ordres de multiplicité, tels que
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wy A Pyt g, =my existe un systeme fondamental de solutions
se partageant en n groupes, correspondant respectivement a ces racines,
et les p éléments qui constituent le groupe repondant a la racine :.
d’ordre ., jouissent des proprietes sutvantes :

File +w)=: Ti(z),
Fo(z 4+ w) =, Fi(2) 2 Falr),
Fy(z 4+ w) =g Fy(2) -F e Fo(o) 2 Fy (),

Fulr+w)=e  Fi{0) +2:F () +. o+ Faog (2) -2 Fu (o).

D’apres cela, le premier élément de chaque groupe est une fonction
périodique de seconde espece. Il peut exister d’ailteurs, dans un méme
groupe, plusieurs éléments de celle mature, car les constantes
aflectées d'indices peuvent étre nulles. Doue :

Si n est le nombre des racines distinctes de l'équation fondamentale.
P = o admet comme inte’gr'ales lirnéarement indépendantes an moins
n fonctions peériodiques de scconde espéce, de piriode w et ayant pour
mult[plt'calcurs ces racines.

Et, par conséquent :

L’équation P =0 admet toujours comme intégrale au moins une jfonc-
tion périodigue de seconde espice.

5. Que 'équation fondamentale ait ou w'ail pas de racines multiples.
on vient d’obtenir dans tous les cas m intégrales distinetes, se com-
portant d'une maniere simple quand on y change @ en x + o. Je dési-
gnerai dorénavant par la lettre § ce systeme fondamental particulier,
et par @,, ,, ..., o, les dillérents groupes, corrélatifs des rucines <,
&1y ..., €, auxquels il donne lieu.

Il faut remarquer que, lorsque, dans le systeme S, on remplace une
quelconque des intégrales F;(a) par une combinaison linéaire

G F () 4= CaFa(ar) .= CF ()

de cette intégrale et de celles quila précedent dans le groupe @ auquel
elle appartient, si C, n’est pas nul, le systeme total ne cessc pas d’étre
fondamental, et, de plus, les propriétés du groupe ® sont conserveées.,
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Observonsencore que 'on caleule aisement F {x+kow), Tolo+kw), ...,
F,(x + kw), £ désignant un nombre entier. On trouve succeessivement

Fi(x + kw)y=:F (x),

l'}(b"#—kw):a"[/x‘ %—l F (=) ”J'—Fz(‘”)]»

F, [z -+ kw) :E,__{Lk(l;._ 1) ({f— 2} A TR F(k—1) g8 -+ I AN l FL i
) 1.2.3 e? 1.2 et 1 &
[”/‘“')s" -x-fi‘:]lt( Vo B s p e pae!
.2 1 < - z

Folx + ko) =4[k Fi{w) + ks | OGRS TR S VST ) B Y ey ey

les quantités Aoy, bioay oo k, étant des polynomes en £, de degres
respeclifs ¢ — 1, £ — 2, ..., I, €L sans termes indépendants de £ Les
cocllicients des puissanees de & dans ces polynomes sont toujours finis:
ils peuvent étre nuls. Ces formules seront utiles plus loin.

6. La facon simple dont se comportent fes oloments diosvsteme =
qui composent un groupe b, lorsqu’on y change v en @ = 2, va nous
permettve Fobtenir leur forme analytique.

Soient = fonetions uniformes Fola), Fy(r), ..o Fules possedant
les propricids suivantes

Fi(ra-w)=s I (x),

Fy{z-+-w)y=z, F(z) e Fo(z),

Fo(r ) =15 F () -z

Fy(2) = ),

La premi‘cre est p(}rimlique de sceconde espece.
Considérons la seconde. On a

Fo(x +w) _ Fa(z) | e

Fz=w)  F(z) ¢

L]
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~1

de sorte que la fonction uniforme

F,(x) 21
Fi(z) e’

ne changera pas par le changement de x en x + ». Je peux done
écrire
Fy(x) a1
F.(r) we

x=0{x),

-~

6(x) désignant une fonction périodique. En posant alors

Fi(2) (@) =sa(s), ZTls Fi(x) = (L),

on aura
Fy(x) = g (X)) + X 932 (@),

o, (r) et g2, (@) étant dos fonetions uniformes, périodiques de seconde
espiee, de periode o et de multiplicateur s, 2,,(2) ne différant
de F,(x)que par un facteur constant.

Si I'on passe i la troisieme fonction Fy(.r), on a

F;,(-L' 4 ) . I, () €14 I"-_v(J'\ €31

= S

e Foy e File) e
¢'est-h-dire

Fi(r+w) 1 (r) L a1 E - ‘f‘_:_:l('l-'y - Eau

For-+w)  Fir) e fwe” () E

On en conclura la périodicité de la fonction

F,(r) v [E_n__: oy (') -~

) wz F () DT swiet

Fe

et, par suite,
Fy(r) = o5 (r) +0 052 (+2) - ey

5y (@) 032{®)s Bas(®) désignant des fonctions uniformes, périodiques
Jde seconde esptce, de période o et de multiplicateur e La fonetion
o,5(x) ne differe de F,(x) que par un facteur constant, et @ (@) est
une combinaison linéaire de g, () ¢t de ¥, (x).

On aper¢oit maintenant la loi qui régit la forme des fonctions F ().
Pour I'établiv d’une manikre générale, je la suppose démontrée pour

Ann. de I'Ec. Normale. 2¢ Série. Tome XII. — Fivuun 1883, 8
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Fola), Fo{x), ..., Foo (@), et je vais prouver qu’elle subsiste a I'égard
de Fi(e).
Te fais, pour la symétrie des nolations,
Fi{e)y =120
On a

Filx+w) = Fi{a) +euFlz) +. -5 Py (@) e Filan,

D'ailleurs, on peut toujours poser

Foo) =o,(0) +ors,(z) ..+l Te,lr),

les fonetions g, (), o (@), ooy gl @) Clant des fonctions anifornes,

périodiques de seconde espiee, de méme multiplicateur ¢, quion a
choisies arbitrairement; Ya fonetion 2,/ doit seule étre convenable-
ment caleulées elle sera foreément uniforme, puisque Tpla) Peste il
s’agit simplement d'établiev qu'elle sera périodique de seconde espece,
au multiplicateur ¢, au moins pour certaine détermination de o, o,
Ba ) voe, Qu( ).

Or nous avons

Folr i) =20 - gDy A= 2 Fan ) imn L o sTon(ey =y et by

etoaussi

T, (b ; ’
e S B S i R S L

Si, dans ces deux expressions, on égale les coeflicients de x, a®.
£ ..., at~t, on obtient unc équation identique ¢t ¢ — 2 équations,

faciles d éerire, suseeplibles de déterminer v, 9000 o002y on fonetions
linéaires, homogenes, i cocllicients constants, des quantités ¢ dont le
premier indice est inferienr & i, Ces valeurs ¢tant uniformes, pério-
diques de seconde espiee, de méme multiplicateur ¢, on peul supposer
qu'elles coincident avec les expressions des functions arbitraires o,,,
Divr oo vs Pins CL regarder fes ¢ — 2 ¢qualions comme satisfaites. Les
parties restantes des deux valeurs de Fi{x + w) dolivent alors étre
identiques, ce qui donne

E B 2 Pa e e 0 () oy (- e) Fwety itz
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Déterminons la fonction périodique de seconde espiece ¢, par
I"équation
N ol o e T T N LA P B L RN
ce qui est permis; il restera
oo (2 +w) =cpu(z),

et, par conséquent, la fonction uniforme ¢, (x) est périadique de
seconde espece, an muliiplicateur «.

On voit aussi que les fonetions ¢ sont des combinaisons linéaires de
celles d’entre elles dont le second indice est 1.

On a en particalier

— Eir—1
Pie == m Brey,0--1
cl, par suite,

0 — Ei—18i—1. -1+« « EanEay ©
e =D {({—2). . 2. (we)f T Y

de sorte que les fonctions o,y 9ay +o oy Py ne different mutnellement
que par des facteurs constants. Si gy est wentiquement nul, il en est
deméme de 2, ;s Civaioas oo o9 Pupe

I)'oti cctte proposition :

Lorsque p. fonctions uniformes F,(x), Fy(x), .., Fy(x) possédent les
proprictés en question, quand on y change x en & + w, clles sont de lu
Jorme

V() =y (),
Fy(r) g (2) -+ 22 (),

Fy(r) =opla) 4 0 o5y (i8) 4= 28y (.0),

o les fonctions = {x) sont uniformes, périodiques de seconde espice, de
periode w et de méme multiplicateur ¢ Ces fonetions p(x) peuvent s ex-
primer en founctions liniaires, homogeénes, a cocffictents constants, de
celles d’entre elles dont le second indice est 1, el en particulier o, |, ©4,, ...,
Duus dont les dewr indices sont égaux, ne différcnt mutuellement que par
des facteurs constants.
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Et, par conséquent :

Les éléments du systéme fondamental S qui composent chacun des
groupes ®,, ®,, ..., ¥, sont de la forme précédente, le multiplicateur
dans chaque groupe © etant la racine correspondante : de U'équation
Jondamentale.

III. — Sur un systéme fondamental de méme forme que .

7. Soit F,(z) une fonction périodique de seconde espice, de période
et de multiplicateur ¢, satisfaisant a 1’équation différenticlle P=o. Le
multiplicateur z, est, par conséquent (n° 1), une racine de I'équation
fondamentale. Posant

y=F, (zjj sdx

dans 1'équation P =o, on obtient la transformée d’ordre m — 1,

el - —2 .
-l = dm 3

4
Q(;) = PR + dom-2 R o/ PSRN

J'observe en premier lieu que, comme la propesée, cette iransfor-
mée a ses coefficients uniformes, periodiques, de pertode m, et son (e~
grale generale unforme.

("est en ellel ee qui vésufte, Iy /) étant uniforme, de la simple

ispeetion des coeflicients ¢ :

l )l’n oLliR +1)IF1(,".)J|

LA dr
1 “mlm o —1y LEF (Y d¥,(m .
7 'mu’ T e U= 0p — g e b |

et de cette remarque, i savoir que Q=o admet les m— 1 solutions

distinctes,
d f-z(‘-'z') _ii_ f3(‘L') d fm(‘r)

dr ¥ (x) T dr Fl(lc)’ U de T ’

(), fulx)s fil®)s o0, fnlx) désignant un systeme tondamental

d’intégrales de P =o.
Je dis ensuile que, i z,. &, €5, ..., &, sOnt les m racines de U'équa-
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tion fondamentale A =o0, lesm— 1 racines de l'équation fondamentale

Em

relative & Q seront les quotients :—27 Z—”; ey
. 1 1 1
Supposons en cffet que Pon ait
Filr+w)y=zF/(z),
filx+w)= Ly Fi(z) -+ Las fo(r) 4.+ Lom frnl)s
fm.(x -+ w) = Lm[ 1“1(1') -+ Lm‘Z f:(‘f) e o me. rlz(‘E)y

le déterminant des constantes L diflérant de zéro. On a alors

Lis R
Or divisons les premiers membres des équations précédentes par

F,{x+w), etles seconds par I'expression identique ¢, I, (2), puis dé-
rivons par rapport a #; nous obtiendrons

w’l_ Sl o) L _’f_ Salr) _ »I— [A_zrl _’L [m("'_)
de Ti(r+w) g dr ¥ (r) Tt e, e I'\(r)
L[_ ./vm('r - m) . Lmz _d_ ,/.2(‘17) + - I"”_’ﬁ i ./',,,(-I')
do Flo+w) & debF(x) 7 e, deo Ky

Il ¢n résulte que I'équation fondamentale relative 2 Q peut s'éerire

m -1

en multipliant son premier membre par ¢,

Loo—es oo Lon

Lima R e

ce qui démontre la proposition.

Si en particulier Péquation A=o02a plusieurs racines égales a ¢,
I’équation fondamentale relative d Q aura au moins une racine égale a
Punité, de sorte qu'il existera certainement une intégrale de Q=o,
admettant la période w.

8. Je cherche maintenant les propriétés de l'intégrale

[etzram,
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lorsqu’elle est uniforme, ¢(#) désignant une fonetion uniforme, pério-
dique de seconde espice, de période o ct de multiplicateur e.
Supposant d’abord ¢=1, auquel cas. Z(x) est périodique de pre-
mitre espece, je représente par Hix) une quelcongue des intégrales de
(@) dz. On a
dIl(x)

do = e

el aussi
AH{xr 4+-w) .
T = (& 4+w)=175(x)

Done H{w + w) et H(wx) different par une constante
M(x+w)= ()0,

Yen déduis la forme analytique de L (). Si je pose en effet
M(z)— 52 = 4,

la fonclion A(x) sera évidemment uniforme ot périodique. Done /-
tegrale U(a) est de la_forme

H{z) = hie) 4+ wr,

h(x) étant une fonction uniforme, periodique, de période o et v wne con-
stante, qui d'adlears peut étre nudie.

Supposant en second lieu e 3£ 1, si jo représente encore par {r) une
queleonque des intégrales de {(2) doe, ai aussi

i(_’l-_-;(,g),

, dw

Orona
AN{r + w) .. ..
e = (.0 - w) =i ()

dr

Les fonctions H{x + o) et <Il{x} ont donc méme dévivée. I'en
conclus
H{e - w)= Al (e) - .
Telle est la propriété d’une intégrale queleonque.
Lintégrale indéfinie sera H{a)+ (', ¢ étant une constante arbi-
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{raire, et I'on aura

H{z +w)4+C'= sH(z} +C+ C' =:[H(x) +C]+C— (e —1).

Si done on prend comme valeur de ¢

C

&—1

N

4 =

r

valeur admissible, puisque = differe de Punité, et si 'on pose
H(z) + C=I(2),

intégrale particuliere /() jouira'de la propriété
(2 +w)=c:l{z).

- Par conséquent : '

Lorsque 2l x) est vraiment de seconde espéce, on peut toujours déter-
miner la constante d'intégration de telle sorte que Uintégrale uniforme

/ Ha)da soit aussi périodique de seconde espéce, la période et le mulii-

nlicateur étant les mémes que pour {{x).

9. On sait que l'on obtient un systéeme fondamental d’intégrales
Yir Yar ooon ¥V de Péquation différentielle P = o quand on déduit ces
intégrales les unes des autres par des substitutions successives

=y, fsde. 1l est clair qu’on peut choisir les solutions successives =
S

de maniere & tomber exactement sur le systeme fondamental . Mais je
vais me borner, en utilisant les propositions précédentes, a diriger le
:aleul en vue d'un systeme de méme forme que S, forme qui est la
seule chose intéressante & obtenir. ‘

Examinons d"abord lc cas ol les m racines ¢, ¢, ..., ¢, de I'équation
fondamentale A =o sont distinctes.

Soient F, (), Fy(x), ..., Fp(2) les éléments du systeme S, qui sent -
alors 2 fonctions périodiques de seconde espece, de multiplicateurs

Y= l“l(.l;)j;d.r.

Eil Cay ey Eps

Dans P = o, posons
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Nous obtenons une équation en 5, Q=0 remplissant les memes
(n°'7) conditions que P=o. et la nouvelle équation fondamentale a

v

N . €y €
pour racines (n°7) les quoticnts =5 =5 <oy =
g &y g1

Soient Ru{x), Ry(x)s oons R, (x) les solutions de Q =0, qui consli-
tuent le systeme S pour cetle équation, Lelles que

R:(x +w) :Z—f- Ri(2) (i=2,3,...,m)
1

Prenons s = R.(x). L’inlégralchﬁ(m) dz est uniforme, puisque

F,(x)f[{g(x) dr est une solution de P=o. On peut done (n° 8, en

choisissant convenablement la constante d’intégration, prendre
fui(x) de= (00,

{{ 2} étant unc fonction periodique de seconde espece, de multiplicateur

2 Onaura alors

o
y=r ey iie),
el, par conséguent, Pintegrale y de P == o est une lonction |n'3rimiiqn<-
de seconde espeee, de multiplicateur =,. Bile est done de meéme forme
que Fu(v).
Dans Q =0, posons de meme

= nz(d,-)ft de.

La nouvelle ¢quation fondamentale aura pour acines les quotients
2,2, o Erelen op(.-rantcomnwprécédcmmem,i'oblicmlrul pour s
€4 € 3 '

. T N s T €y £
ane fonetion périodique de seconde esptee, de multiplicateur =< =
3

[0}

3

ou 2, et, parsuile, pour y=Flx; / zdx, une fonetion de muliipli-

o

L
cateur E—“ S< 7, O &4, (UL Sera done de méme forme que Fy(x).

Et ah;si de suite.

Examinons maintenant le cas ol I'¢quation fondamentale a des ra-
cines multiples. Solent e,y i <oy €0y Tueis ooy m S€S racines, dont p.
sont égz\lqs N,
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Désignons par F, (x), Fa(x)s -- ) Fu(x), ..., Fu(@) les éléments du
systeme S, dont les p. premiers constituent le groupe @, répondant i la
racine e,.
Dans P = o, je pose
y.—_—FI(x)[zdr.

I.a nouvelle équation fondamentale a pour racines (no7) pn— 1 fols

, ., . Buirq  Epaa B . .
'unité et les quotients 222, 2, ..., 27 Soient R.(x), Ry(x} .-,
& 2 3 J '

£y gy

R(x). ..., R,(x) les éléments qui conslituent le systeme S pour
I'équation Q =o cn z. Le premier R,(x) est une fonction périodique
de premiere esptee. Prenons 2= R.(x). L’intégrafefl’\._\ () dx élant

uniforme, on a (n° 8)
[Rg(x) dy =y (x) + ayx;

k() étant une fonction uniforime, périodique, et o, une constante.
Par suile
y=T1,(x) [ (&) +n:]

L'intégrale ¥ de P=oest done de méme forme que

N .

Fy(x) = (o) + el

Dans Q = n, posons de méme

s =Ry [ e

La nouvelle équation fondamentale aura pour racines . — 2 fois unité

t Euen
—_—

. A € , T . .
et les quotients — > .oy oy est-d-dire les mdémes racines que
El :

&y £
la précédente, sauf I'unité, une fois de moins.
En opérant comme plus haut, j'aurai

s==Ry{z) [ () +237],
hy(x) élant périodique et &, constant. Par suite

y= Fl(hv)fl{f_,(.v) [fs(r) + agx]de.

Ann. de I’Ec. Normale. 2* Séric. Tome XII. — FEvAIER 1883. Q
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Or on a
fﬂz(x) [hs(r) +13.1']a’.:c:fl}z(.r)/z;,(.y)d.r—}—13fR2(:L‘)Id.r.
La premiere intégrale, R, (&) 2 (x) élant périodique, est de la forme
fRﬂx)/q(.r)dw:h,(x)—f—'zlx.
Quant & la seconde, si 'on prend
'fng(gz:)clx:: ho(2) + 2,0,
on voit que Pintégration par parties
fnz(.);)Lmz.r:‘r[/,ﬂ(g;)+121]_f[/,2(.r)_;_ %y 0] o

fera conmaitre sa forme. On trouve ainsi, pour I'intégrale y de P = o,
une expression de méme forme que

Fatr) = su(r) g, (0) o= P o (),

On peat continuer de la méme facon, et 'on obtient successivement
des intégrales de P = o ayant respectivement les mémes formes que
Foley Fyle), oo Fu(e), puis que oo le), oo, Fula).

Dans tous les cas, on peut done par ce procédé construire un systeme

fondamental de méme forme que le systeme S.

IV, — Propriété caractéristique des intégrales de I’(y) =o.

10. Nous avons obtenu la furme analytique des m éléments qui con-
stitluent un systéme fondamental particulier S. Celle d'une solution
quelconque en résulte. Si nous faisons d’abord une combinaison
itnéaire des éléments d'un méme groupe @, corrélatif de la racine :
d’ordre w, nous obtenons un pelynome eatier en x, de degré p. — 1 au
plus, dont les coeflicients sont des fonctions périodiques de scconde
vspeee, de méme multiplicateur . Pour avoir une solution quelconque,
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il suffit de combiner ensuite Lous ces polyndmes, relatifs aux différents
groupes ®. Par consequent :

Si gy, Es0 v e x, & SONL les racines distinctes de U équation fondamentale,
d’ordres respectifs phy thay <o vy Pons Uintégrale gencrale est la somme de
n polyndmes entiers en x, @ coefficients untformes, periodigues de seconde
espece; les degres de ces polyndmes sont géncralement ., — 1, pa— 1, .. ..
t, — 15 et les multiplicateurs, constants dans chacun d'eux, sont respec-
LVEMENL &,y €5y <<y Eye

Cette integrale peut aussi se¢ mellre sous la forme

Y () - o yn(r) . ath iy (1),
g () @Y () AT (),

ks 'Jt‘ul('r) -+ ‘Z”‘PIEEC‘F) =+ '+'TH“_.[";JN[A,,(‘IV)7

oit les (&) désignent des fonctions uniformes, périodiques de seconde
especes, de période o, celles dont le premier indice est ¢ ayant pour
multiplicateur g,.

La forme analytique obtenue pour les éléments du systeme fonda-
mental § est carncléristique des équations dilférentielles linéaires qui
remplisseut fes conditions imposées & P == o. Car, plus géncralement,
on démontre ce théortme réeiproque :

Soient f,(.x), fol@). ooy ful®) m fonctions uniformes, lincairement
indépendantes : si les nouvelles valeurs Sl o), filx4w), ...,
Sl 4+ 9 qrlacquicrent ces m Jfonctions, lorsqi’on v change x en
X~ W, peuvent s expruner en Jonctions lincaires, /i()mo‘gc‘/w.s', a corffi-
cients constants, des valeurs primitives, ces m fonctions satisfont @ une
cquation differentielle lincaire, homogeéne, d’ordre m, a coefficicnts uni-
Jormes et périodiques, de periode o.

Supposons, en effet, que Pon ait
,fl(‘r - m) - \Hfl(‘r) -+ -‘\12_/-2(-1‘) e s l\lm ‘f/u(‘lk)y
fl(‘ll == lU) - ‘[\ﬁl,/-l(‘l") ~+ As_)gfz(-/l’) -+ )\gm m(l‘),
.fm('(' =t LU) e Aml f} (I) - Am'.’ f-z("-') R o -‘\-mm fm(-l')r

le déterminant des constantes A ¢tant différent de zéro. Eerivons que
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les fonetions /) (@), f.(x), ..., fu(x) satisfont 3 une équation telle que

dm.'}/ dm—ly dm—':'y
dam 0w TP g R Py =0,

Nous aurons ainsi, pour déterminer les m inconnues p,, ps, .., P
m équations du premier degré dont le déterminant n’est pas nul.
Résolvons ces équations, nous obtenons pour p; le quotient de deux
délerminants. Or ils sont uniformes; en outre, si 'on change @ en
x + o dans cette fonction, ses deux termes sont multipliés par un
méme déterminant, celui des constantes A. Donc p: est bien une fone-
tion uniforme et périodique, de période o.

V. — Théorémes divers.

t1. On avu que, dans le cas le plus général, un élément du systeme
fondamental S est de 1a forme

P2y =y (z) 4+ xy () 4-.. . + a1y, (2),

fes fonctions y(x) étant uniformes, périodiques de seconde espece, de
période w ct de méme multiplicateur e. Je dirai, ponr abréger, que «
est le multiplicateur de Pexpression ©(x), el que les fonctions y(x) en
sont les cocfticients.

On voit aisément que :

Si une expression €(x) est identiquement nulle, tous ses cocfficients
sont identiquement nuls.

On a, en effet, en divisant par &,
FlE) {2+ ko) g () 4 (& 4 Ko ga (2) 4. (2 ko), (2) = o,
quel que soit I'entier £; done le polynome en V
2] = Vi () = Viyg(w) .= Virty(2)

a une infinité de racines, el par suite tous ses coefficients sont nuls.
Plus généralement :

St la somme de plusieurs expressions ®{x), a multiplicateurs différents,
est identiquement nulle, chacune d’elles est identiquement nulle.
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Soit, en effet,
R (x) + Dol .. +Lp(x)=0

une pareille identité, g, o, -..5 & étant les multiplicateurs des £ expres-
sions. Supposons que ces expressions ne soicnt pas identiquement
nulles, et désignons alors par gy () fan,(2)s « ooy Jun () les coefti-
cients des plus hautes puissances de @ dans €, (), ®(2), ..., $4(x).
Dans 'identité, changeons successivement @ en & -+ &, & + 29, ...,
x + (k£ — 1)m. Nous aurons cn tout k équations, d’olt nous déduirons

@ () . @ (x) |
@ (r+ w) Do+ w) %
@ [x+ (k-] ... Tfz+(h—1)u]

Or, sil'on développe cc déterminant, en Uordonnant par rapporl aux
puissances de @, on le met facilement sous la forme

w(2) () A A (),

les fonctions y(x) étant périodiques de scconde espice, de méme
multiplicateur égal au produit €,g...¢. Done, d’apres le théoreme
précédent, chacune de ces fonctions doit étre identiquementnulle, el en
particulier xq(x). Or cela estimpossible, car on a

1 1 P I
Y Ey e &)

¥a{ ) =1 ¢ e} cee ER Lin () Lo, () g (2,
E‘;"'l a;" Y

c'est-a-dire un produit de facteurs dont aucun n'est nul par hypo-
these.

Les deux théoremes qui précedent donnent lieu aux conséquences
sulvantes :

Si dewux expressions £ .x) sont identiques, leurs cocfficients sont tden-
tigues chacun a chacun.

Si deux sommes d'expressions ®(x) a multplicateurs différents sont
identiques, les expressions qui composent ces dewx sommes sont identijues
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chacune & chncune, et, par conséquent, les cocefficients de ces cxpr(‘ssions
sont les mémes.

12. Si l'on applique ces propositions aux intégrales de Péquation
différenticlle P(y) = o, on en lire ces conséquences :

Une intégrale ne peut se metire que d’une seule marnicre sous lu forme
du n° 10.

St I’expression

Y () + & Y () oo 2 (),
supposee de la forme ®(x), a mull'z'pl'icaleur e, est une intégrale, & est unc
rucine de [équation fondamentale, et cette expression est une combi-
naison lincuire des éléments du systéme S qui composent le groupe ©,
corrclattf de la racine .

Etant donnée une intégrale, si on la met sous la forme d’une somme
d’cxpressions ©(x), de telle sorte que les muluplicateurs de dewx termes
quelconques soient différents, chague terme () de Uintégrale ainse
ordonnde sera aussi une intégrale.

Nous allons méme voiv ue, dans ce terme, le coefficient de la plus
haute puissance de 2 est Tui-méme une solution,

13. Cette dernieye pmprlél(z résulte du théortme stmvant

St Lexpression
L) ey () T (),

supposée de la forme © ‘), est une intégrale de P =o, il en est de ménme
die coefficient g (x ) de la plus haute pusssance de x.

Ce thaoreme est evident dans le eas d'un ¢lément complet du systeme
fondamental 8, puisque alors (0 6 &, (2} ne dillere de 3, L) que par
un facteur constant. On peut le demontrey pour tous les cas el a priort
par un raisonnement analogue i celui du n® 11, Mais je vais le déduire
d’une proposition beaucoup plus géncrale.

Si [ expression

Fle) = (2) + 2 de () a2 Yy (o) e 2 (),

supposce de la forme R{.v), est une intégrale de Uéquation P ='o, il en
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sera de méme des § — 1 dérivées successives de cetle intégrale, prises en
considérant les coefficients §(x) comme des constantes.

Temploicrai la caractéristique o pour représenter ces dérivécs 3—1;
»F Q-IT
T S

Puisque F(x) est solution, F{x + ko) Pest aussi, et il en est de
méme de

e Flr 4 Loy =4 (1) + (v + ho) q () + (z + o) (x4 o) U, (),

quel que soit le nombre entier £, « désignant le multiplicateur de F(x).
Or on a évidemment »

o ko 9F  (kw) O°F ko)t Qi
Pt b L fw)y=F{. —_— —— - ’
A (ko) =F(r)+ - d‘r_‘" _— ()J/_;‘.%—... T =) gt

et cette expression satisfaisant i P=o pour une infinité de valeurs de
PPN (S8 O 1K

ke, les dorivees 5=, 5=, -0, T
dor dor? dri-t

Ainsi, les expressions

sont nécessairement des intégrales,

g—l}. = () Aard(e) (=)t e,
1 'K ) (F =1 {{—2)
— :)_, =4,(0)  E3ed(r) e e T ),
t ditl .
L2, ..(f—n) dott =y g () - (E—1) ek (),
1 gLl

— .
L.2.. (t—“'l) dot—! e f’r(")

sont des solutions.
On voit qu'en particulier ¢, (@) est une intégrale.
14. Appliquons la proposition générale qui précede a V'un des élé-
ments du systeme fondamenial 8, par exemple &
Fi(x)=o4{x) + 2 9a(x) +...+ 2" oulr).

On voit d’abord que, quand méme cet élément ne serait pas complet,
c’est-a-dire quand méme 9, (x) serait identiquement nul, le coefficient
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de la plus haute puissance de x qui figure réellement dans Fi(a} est
o) DIF,
S g
tions. Il en résulte (n° 12) que, si @ désigne le groupe, corrélatifl de
la racine ¢, auquel nppal'licnt I"élement F,la), ces dérivées sont des
combinaisons linéaires des éléments F(x), Fulz), ..., Fula du
groupe d.

Co . . ol
une intégrale. On voit ensuile que 57— sont des solu-

. MY, . . . . .
Je vais prouver que —— s'oblient en combinant uniquement les & — j
Y
élements T (x), Fo(ax), oo Foj(o)

A ;

s

=0, F(x)+ CoF, () o= G Ty 1) (J=r1,2,3,....0— 1

Cela peut paraitre évident, au moins lorsqu'ancune des fonetions

s (@) pan()s o pup() n'est identiquement nulle. Mais la methode

que je vais employer permettra au besoin de ealealer €, Gy, ony G 5
On a, d'une part,

t dr

If i ‘),11?1 F AP LR D

Filr -+ hw) = F ) (0)+

o e e, i —im —

.S del Lo R

k désignant un nombre entier arbitratre. D'autre part, les formules du
n” 5 donnent

V(e 4 hw) = * b Folz) -+ R Baley ...
b, Ty (Y 4= koo Gy = 1000,

olt Ky vy Kiigs vey Kjaooony &y désignent des polynomes en &, de degrés

marques respeetivement par les indices. Egalons les deux expressions
de F; (@ -+ kw), el nous aurons, quel que soit Uentier 4,

fow f)[",' ) . Kdowd o F,‘ hi-tge-t g F,‘

i e N 1 T R i L

—_— /‘.i-'l Fl(.-l.‘) -+ I’-'[ 2 1?2(.1') T /‘j ]",',.j(.l') -+ /\'l F",l(.l'].

171 U . . oy J/F
ealenler 2=, 1 suffit alors dégaler ———— !
Pour caleuler —== it ale eg Y I Y

de & dans le second membre. Or les polyndomes £, ,, ki oy oooy kicon-

au coefticiont
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tiennent seuls la puissance j de 4; donc I'expression de —L oL,
N c p ] J ’ *+ p .2.3. J 01./
renfermera les seules fonetions F,(x), Fy(x), ..., F; (= ) et par suite

()I

! ost de la forme

o/ F;

S = CF) + CFale) b iy Ky (),

Les constantes C sont toujours finies.
On trouve, en particulier,

IFy 2y
Jdr wi

e l';
d.r?
T
r, L Swtuain e
d.o? o (TR ! l)

Remarquons que, les coefficients de &==" devant étre identiques
(n® 11" dans les deax membres de Uégalité

I
Jd.ot

— G Ry Gy = Gy By ) = Gy B (e,

0mn aura
(['——])([—2)_ (lﬁ/ ll( ):.—:i-vj?i-—_/.i-i(‘l')s

el, par suite,

m

G — oy L e Y o R o e T j
T (ws )
A cause de {n 6) la formule
Sidmp Sl e e s B

t Fol— j(L)

Hl) = T =) = ) (e

Ann.de U Ec. Normale. 2% Serie. Tome XIT, — Mans 1883, 10
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15. On vient de voir que,

Fiay =g {r) + 2 opnl{r) 4. ..+ 2 gy(r)

ar tlé lu g . @ dintégrales, les solutions 2 o
elant un clement du groupe ® dantegraies, Ies ¢ R el yo
DI
- sont de la forme
i
IF; - B, . .
%szt.ul-,(.z-)_um Fo(e) ste oGy Ko,
021“/ ~ . ~ ~
= U, I () - Gy, N0 o= Ch s LT sl
T i Do) 4= Coy Byl o= Lo a Tl
Yl . . . .
('*—“i =y Ly G Valey,
dat 2
d; . .
7 =G .

Cherchons i quelle condition on pourea remplacer les éléments 19 7o,
di- ;o =l av:
5 " v sans

I I WY e
que le systeme total cesse d'étre fondamentsl. Comme Pon sail, La con-

Fyled, oo, I (a) respectivement par

dition est que le déterminant des coeflicients G dilfere de zéro, ¢ est-

a-dire
N O

FE AN AN AR T LRV T I

a1

.

Or, ce produit se ealenle facilement, ;5 n'étanl autre chose que le

o . f f . e XNy e . .
coefficientde F; (o) dans Vexpression lincaire de TR cocflicient qni

a ote ealeulé au numéro pl'écédcut :

R I e I e R e R B

Crijim ()7 (J=u,0,8, ..., {—1
La condition devient alors, apres réductions,
O N R A N R T TR
ce que Pon peut aussi éerire
200(0) 504
4 cause (n° 6 de la formule
'_?“»(_.1"]? PLE-1 S i=2 e o 233 201 ERINE

(F— 1) (f—2). . .2.1{wz) "1~
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Yar conséquent :

Lorsque la fonction () r'est pas identiquement nulle, ow, ce qui est
la méme chose, lorsque le produit ¢ ¢ ,; »...2,28, nest pas nul,

LI
on peut, dans le groupe des intégrales ¥, (x), Vy(a), ..., F; (), .
1Al Y L b Jar

i .
T o=zttt Ty S(In&‘(/lt(,
d.z J.r d.x

PRy

Fl,_( x), remplacer les « — 1 premicres par
le systéme total cesse d étre fondamental.

I faut observer, en outre, d'aprés une remarque faite au n" 3, que
les proprictés du groupe en question sont conservées.

Par exemple, si aucune des constantes e, 1, €y y 2s <oy Egas Gy
w'est nulle, ¢’est-d-dire si la fonction ¢, () n’est pas identiquement
zéro, le groupe entier des éléments F (x), Fo(x), ..., Fy{a) pourra se
remplacer par le groupe simple

G R Ge) R () IV,

_T);-;i’ﬁ'— 3 JRO sy

) )
-2 e #

On peut done substituer & certains ¢léments d'un méme groupe un
aroupe p:n'l'u:l plus simple, oit les relations qui existent entre les fone-
tions o(x) sont mises en évidence, claque solution, dans ce groupe
partiel, se déduisant de la derniere par dérivation. Nous sommes alnsi
conduits i étudier la distinction des groupes d'intégrales en sous-
{.E;'f'()”[}(’s.

VI. — Sous-groupes d'intégrales.

16. Etant donnée une ¢quation différenticlle lincéaire et homogene,
i coefticients uniformes, on sait qn'a tout pointsingulier correspondent
des groupes d'imtégrales, de forme particuliere. Chacun de ces groupes
donne lieu i son tour i des groupes particls, indépendants les uns des
autres, de telle fagcon que les relations qui lient entre cux les coeffi-
cients uniformes des puissances du logarithme ont lieu chacune d 'inte-
ricur d’un méme groupe partiel. De plus, les ¢léments d'un groupe
partiel affectent une forme analytique qui permet d'apercevoir ces
relations & lewr simple inspection.

C'est cette distinction des groupes d'intégrales fondamentales en
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aroupes pm’liels que M. Hamburger a faite Ie premier (), en appli-
quant un procédé publi¢ par M. Jordan en 1871 (* ).

Or 1a méthode de M. Hamburger peut s'utiliser d’une maniére entie-
rement analogue dans le cas actuel de Féquation P(y) = o, & coetli-
cients pcno(hques Je vais Iappliquer, en me hornant i exposer suc-
cinctement les résultats.

17. Soile, une racine d'ordre de multiplicité p, de Iéquation fonda-
nmentale A = o.

Supposons que, pour & = &, L0Us les déterminants mincurs, jusqu’a
Pordre % — 1 inclusivement, solent nuls dans A, sans que lous ceux
Jordre ) le soient. On démontre qu'il existe alors 2 intégrales dis-

tinetes g, (), golx), o0y o), satisfaisant aux conditions
gl w) =g a0 (F=1,2, 3, A0

St done 2 = g, ces 2 fonetions périodiques de seconde espeee, de
meéme multiplicateur ¢, sont toutes les intégrales qui vépondent i la
racine e, ¢f nous disons qu’elles constituent g, groupes particls J'un
clément. :

Si 2= p,, dans le systeme fondamental /i (x), fu{a), <o fulx), qui
A servi b éerive A = o, vemplagons 2 ¢léments par les fonctions g,

de manitre que l¢ nouvean systene a ey g, ceom
S e fule) so1l aussl fondament; al, et formons le déternminant A
pour ¢ dernier systeme Woest de La forme (g — e?A7, A" étant un

determinant d'ordre m — 2, et Vona (n® 2)

R T LA
hone 2 est moindre que p.,.
Cela étant, z, sera racine g, — 2 fois de 'équation A" = o. Supposons
que pour e=z¢, tous les déterminants mineurs jusqua Povdre 2 — 1
inclusivement soient nuls dans A’y sans que lous ceux dordre 27 le

soient. On prouve que dans ce cas 2/ estoau plus ¢gal 2, et il existe

» intégrales distinetes gy (@), g, (ah, oo, gl satislalsant aux con-

ditions

o w) =z e vil g Py ), e, ()] (i=1,2,3, .. 4"}

(4 Jowrual de Crelle, 1256,

(21 Surla resolution des équations diffeérd cutielles bndaires + Compes vendus, CLXXIL
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Por far s T désignant des fonctions lin¢aires, homogines, a coeffi-
cients constants, el linéaircment indépendantes, de g, (), &2(@), -,
(x)- '

Si alors % + A= ., nous avons les p, intégrales qui répondent a la
yacine g,, savoir

‘f)’;(‘-l'), .:(zr’:(r), vy 5’;(1'), Ty Y2y e AW el wats YWz e m

les % — % dernieres étant les A — 2 autres combinaisons linéaires de
2i(@) ga(r) .oy @lx), qui ne sont cn relation linéaire ni entre
clles, ni avee 7y, Yus -.-» 7. Nous disons que ces ., intégrales consti-
tuent )/ groupes particls de deux éléments

Premier groupe partiel.. ... () 11
Deuxicme P e A Ya
}itme D gle) ey

dont les propriétés sont
ar o)z g () (o), il ) =l
Lk — 2 groupes particls de un élcment

(e (), '{k’—re(-")» cey ()
tels que
1(r+w)=ay(eh

Sik—+ ¥ £y, dans le systeme fondamental g, (), g.(@)y <oor SlL 0
Syod (0 weey frnlx), remplagons X+ & ¢lements par les 2 fonetions (x)
ot les 2 fonctions g'(.r), de manitre que le nouvean Sysleme 7y, far oo
For Gr Gav wver Gos S () s S () soit aussi fondamental, el for-
mons le délerminant A pour ce dernier systeme : il est de Ta forme
{z, —e¥A", A” tlant un déterminant d'ordre m — (h 4+ 27), ¢t I'on a

P

Done . 4+ est moindre que .

Cela étant, g, sera racine p, — (% + V) fois de 'équation A= o. Soil
3 1e nombre analogue pour A” aux nombres 4 et ). On prouve que 2"
est au plus égal a X, et, sih+ 2"+ » =, il y ap, intégrales répon-
dant & la racine z,, et constituant 3 groupes partiels de trois éléments,
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)’ — 3" groupes partiels de deux éléments, etk — X" groupes partiels de
un ¢lément.

Si k¥4 )z% 1, on reconnaitra quiil lui est inférieur, ct on
continuera de la méme facon jusqu'a ce que Pon soit arrivé au nombre
2 tel que h 4N A+ Aok A=

Dans la série 2, 2/, )V, ..., ¥, chaque nombre sera an plus ¢oal an
précédent, et 'on aura alors un groupe de p, intégrales, répondant a
fa racine ¢, et se distinguant en & groupes particls de la manitre
snivante :

7 groupes particls de « 41 ¢léments.
pin Ny » % N
SRR R KRR LR
L — A » 2 »
Lo ;‘/ " [ Y]

Les vointégrales G (o), Gula), .., Gy{x}, qui composent un des
groupes partiels de v cléments, satisfont aux relations

G (e-—w)=z G (r),
ol r -0) =G () = Gy,
Gl - o) =60y -3 Gy,

Les nombres 7 osont, d'ailleurs, bien détermings, dapres Uénonee
Gual da n 2, et enticrement indépendants du systeme tondanmental
S Jalrh, oo Jule) choist arbitrairement au debut.

18. M. Cascratli a montré récemment (') comment, en précisant fe
proccde de M. [Tamburger, on peut ¢noncer les conelusions prieddentes
sous une forme plus simple, que M. Stickelberger a obtenue par une
autre voie. 1l est possible de rattacher dircctement au delerminant &
et le nombre des groupes particls, et le nombre des ¢léments gqui com-
posent chacun d'eux. Il suffit pour cela d'utiliser convenablement la
notion des diviseurs ¢lémentaires de M. Welerstrass.

Soit, en cllet, 49 Uexposant de 1a plus haute puissance de ¢ — < pur

.

v Comyptes rendus, tOXCHL 0™ 4el .
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laquelle sont divisibles & la fois tous les déterminants mineurs
d’ordre 7, dans le déterminant A, auquel cas N —o et l=11,. On a

nécessairement
>0, > 00

et, si 'on pose

[ —ll=w, I —U=w, ..., D0z g2 [0 ud-t

les nombres &, o', w”, ..., w" sont tous positifs. M. Weierstrass
appelle diviseurs éldmentaires du délerminant A, relatifs au fac-
teur g, - ¢, les puissances

(El_ 3)“’7 (51-" E)W,l .. --r (al__ E)W()\—J), 7

dont les A — ¢ dernieres, multipliées entre elles, donnent {9,

Or les déterminants A et A, du n® 2 possédent les mémes diviscurs
¢lémentaires. La démonstration méme de M. Hamburger ('), relative
aux propri¢tés communes i ces deux déterminants, le fait voir. Cela
post, M. Casorati élablit que la conclusion de M. Tamburger revient i
[a proposition suivan(e :

Sott &, une racine, d'ordre de multiplicité p.,, de U équation fondanen -
lale A=o0, et soit

O R CE D I O

la swite des diviseurs élémentaires du déterminant A, relatyfs aw fucteur
¢ —3; le groupe des w., intégrales qui répondent a la racine =, donne
licuw a autant de groupes partiels qu'idl y a de diviseurs dans la suite prece-
dente, et chaque groupe particl contient un nombre d’éléments égal «
lexposant du diviseur qui lui correspond.

Par exemple, si k=1, il y a un seul groupe partiel de u, éléments.

St A=y, 1l y a p, groupes partiels, chacun d’un élément,

19. En opérant comme 'a fait M. Hamburger dans sa recherehe ana-
logue (*), on trouve sans peine la forme analytique des v intégrales

(V) Journal de Crefle, 1. 76, p. 113, 116 et 117,
(2} Jowrnal de Crelle, .76, p. 122 ¢t 123,
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uniformes G,(x), G,(x), ..., G,(x) qui composent un groupe partiel
de v éléments et qui satisfont aux conditions

Gi(r o) =G, (&) 4+ Gy [t=1,2,3,...,v).
Sil’on désigne par g(x) une expt’ession de la forme @ () du n® 11,
giy=w () +rw,(x) + 2o (r)+.. .27 s, (x),

de degré v — 1, w,(2) n'étant pas identiquement nul, on obtient les
expressions suivantes :

Gi(e)y=g~ta -t o),
Ga(r) =222 g (),
Ga(ey==7% i),

3 g{x) représentant la différence d'ordre ¢ de gla) pour laceroisse-
menl o de o, mais en changeant x en x + o, seulement en dehors des
cocfficients @ (7, ces coefficients restant invariables.

20. Je vais substitaer au groupe partiel G, (), G, (i o0 Gotry
un groupe particl équivalent, de forme analytique plus commode dans
fex applications, vu que chaque ¢lément se dédaiva du dernier par
simple dérivation.

[.es conditions

Gl o)y =14, (0)+:z G ()
auxquelles satisfont les fonetions G(z), ¢tant un cas particulier des
eonditions du n° 6,
Filo+w) =z Fy(0) e Fyle) oo s o B gl 2 F e

auxquelles satisfaisaient les » fonctions F{x), on voit déji (n” 65 que
{r,/2) estde la forme

Glory=g(r) = (0) +ro () <. =7 P (e
les fonctions w(z) étant périodiques de seconde espice, de méme mul-
tiplicateur ¢, ; en outre, Ia relation

E0i—1 %o, i—2- - -2 By
{

- (L— D {{—2). . .20

o
il
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du n° 6 montre que =,(x) n'est pas identiquement nul, car ici &,
€30y ++ oy Eyy— SONL égaux 2 Punité. Nous retrouvons ainsi la forme de
G,{x) mentionnée plus haut.

Mais raisonnons actuellement sur le groupe partiel G(z) comme on a
raisonné au n® 14 sur le groupe des F{x); nous voyons que I'intégrale
3G (x , . 1 L . ‘1. . \

dﬂ——l, c’est-h-dire la dérivée prise en considérant les coefficients w(xr)
comme des constantes, est une combinaison linéaire de G, (a), Gu(x), -
G,_;{x). D'autre part, =,(2) n’est pas identiquement nul. On peut done
(n° 15), sans que le systeme total cesse d’étre fondamental, substituer

au groupe partiel G, {x), G.(®), ..., G, (2} le groupe partiel 0—;——?—&2,
v—=2 P M
PG, L B, Gy (a).

C'est & ce nouveau groupe partiel que je donnerai spécialement le
nom de sous-groupe. 1l a ce caractére que Ses éléments sc déduisent
tous du dernicr par dérivation. Si dans un élément de ce sous-groupe
on change x en & -+ o, sa nouvelle valeur ne s'exprimera plus unique-
ment i Paide de eet élément et du précédent, comme cela avait lieu
pour les G(x), mais en fonction lincaire de cet élément et de tous les
précédents, par des formules faciles b écrire. A chacun des groupes
particls obtenus plus haut, correspond un sous-groupe, ct inversement.
La forme générale d’un sous-groupe de v ¢léments est
d'=t g ()

Q:(;—:—(_,r—) =193, (v —2)[m () + (v — Ora,(r)].

—=r1.2.3.. (v —=1)m,(2),

-— =123 (0 — 3) —w.,_ﬂ () -+ (v—2) o,y () + WEL” ™, (.I‘)J ;

SED () 2w m () ok () @, (&),
gley=m(r)+ xw(z)+ 2wy () 4. T (),

les fonclions = (@) ¢tant périodiques de scconde espece, de méme mul-
tiplicateur, la dernitre =, () n’étant pas identiquement nulle.

Fai obtenu les sous-groupes en utilisant les considérations des n** 1%
et 13, qui me sont propres. Mais il est claiv qu'on peut les déduire des

gun. de UEc. Normale 20 Série. Tomae XII. — Mans 1882, 11
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expressions trouvées au 1° 19 pour les éléments d’un groupe partiel.
suffit de remarquer que 3 g(x) est une combinaison lindaire des é-
gy 9+ g(2) It

doi P d—t

rivées

21. Je termine ee sujet par une remarque coneernant une intégrale

e la forme

() rdy () 2t s () A4 e L ),
les fonctions ¢ (@) étant périodiques de seconde espice de méme multi-
plicateur =,

Cette intégrale est forcément (0° 12) une combinaison lindaire des
¢léments des sous-groupes qui répondent a la racine : de "équation
fondamentale A = o. Mais jo dis qu'elle contiendra tons au plus cerx de
ves eléments ot le plus haut cxposant de @ est inferienr a , o est-t-dire
les & premuiers éléments de chague sous- groupe, tels que

D P N T )=o)
A1 D Ty ’ od

Si, en eflet, elle eontenait d'autres éléments, soient
Wy () - () e e e I ),
() =m0 e el Ui wh (o
ceux de ces derniers o le plus haut exposant de e est le plus grand.
On aurait, eo identifiant,

4':1"-'11_,F_,-(J‘) L O R

cequl est impossible, car aueune des fonctions T (X o T,
qui terminentles éléments des sous-groupes, n'est identiquement nulle.
et de plus ces fonetions sont linéairement indépendantes, puisqu’elies

sont, a des facteurs constants prés, des éléments des SOUS-ZIoupes.

VII. — Conclusions.

22. Nous avens reconnu [n° 4) que s

L’ équation différentielle P{y) = o admer towjours comme intégrale au
moins une fonction periodigue de seconde espéce.



EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINFATRES A CORFFICIENTS PERIODIQUES. 83
Nous avons méme constalé que :

P = o admet comme intégrales linéairement indépendantes au moins
autant de fonctions périodiques de seconde espéce que I’équation forda-
mentales a de racines distinctes, c'est-a-dire qu'dl y a de groupes ©.

Si, en particulier, I'cquation fondamentale n’a que des ractnes simples,
P = o admet m solutions périodigues de seconde espéce distinctes.

Il est facile d’évaluer exactement, et dans tous les cas, le nombre des
intégrales distinclesqui sont périodigues de seconde espece.

Si je considere les m intégrales qui composent 'ensemble des sous-
sroupes répondant aux diverses racines de I'équation fondamentale
A =0, j'observe que, parmi elles, les premitres de chaque sous-groupe
ot celles-Ia sculement sont des fonctions périodiques de seconde es-
pece. On peut done conclure déja que P=o admet comme solutions
Jistinetes au moins autant de foncetions périodiques de seconde espeee
gqu’il v a de sous-groupes.

Je dis maintenant que P =o w’en admet pas davantage. Soient e¢n
effet @ le nombre total des sous-groupes, el y,, ¥ay -, ¥u les premiers
¢léments de chacun d'eux. Une intégrale périodique de seconde espeee
est forcément (u” 21) unc combinaison linéaire deyy, ¥, .05 0y tout
au plus. Or, avee f quantités, on ne peut former plus de 2 combinai-
‘sons linéaires distinetes:; done il n'existe pas plus de 3 intégrales pério-
diques linéairement indépendantes.

Dol cette proposition :

L’ éauation P = o admet comme intéorales distinctes exactement awtant
S
de fonctions periodiques de seconde espéce qui’il existe de sous-groupes.

Supposons que la racine ¢, de A==o0 annule tous les délerminants
mineurs de A jusqu’'a l'ordre ) exclusivement; & ceite racine corres-
pondent alors (n® 17) % sous-groupes. D'ou cet énoncé, équivalent au
précédent :

Solent ¢,, ¢, ..., ¢, les n racines distinctes de !'équation fondamentale
A=o; si ); ddsigne U'ordre & partir duquel les déterminants mineurs de A
cessent d’étre tous nuls pour ¢, =¢; la somme h, 4+ X, +...+ A, est le
nombre exact des fonctions périodiques de seconde espece, linéairement
indeépendantes, qui satisfont ¢ P = o. '
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23. On déduit dela que:

Pour que P = o admette comme intégrales distinctes m fonctions perio-
diques de seconde espéce, il fuut et il suffit qu'il existe m sous-groupes.

Ou encore :

Pour que P = o admette comme intégrales distinctes m Jonctions perio-
diques de seconde espéce, il faut et il suffit que chague racine de A=o
annule tous les mineurs de A jusqu'a Uordre égal aw degre de multipli-
cité de cetle racine exclusivement.

Les mémes propositions s'énoncent aussi simplement i I'aide des
diviscurs élémentaires de M. Weicerstrass.

2%. Les multiplicateurs des solutions périodiques sont les racines de
I'équation fondamentale.

Une ou plusieurs de ces racines pouvant étre égales i 'unité, il peut
v avoir des solutions périodiques de premicre especee.

Si i chacune des racines z,, &y 100y ¢ de Péquation fondamentale cor-
respond un seul sous-groupe, ¢'est--dire si le nombre des sous-groupes
est égal au nombre des groupes @, c¢’est-a-dive encore (v 17), si
h=3,=...=h, =1, les solutions périodiques, qui sontalors au nombre
de n, ontdes multiplicateurs distinets, égaux respectivement a sy, ey ey
t,. Sinon, plusicurs solutions périodiques auront méme multiplicateur.
La condition pour quelles aient toutes le méme serail que I'¢quation
foudamentale el toutes ses racines égales entre elles. En particulicr :

Pour que P = o admnette comme intégrales distinctes m JSonctions perio-
digues de premiére espéce, il fuut et il suffit que les eléments du détermi-
nant A solent tous nuls pour e = 1.

25. L'équation P = o ayant » + ks + ... + A, solutions périodiques
de seconde espece distineles, et n’en avant pas davantage, admet
m — (A + do—+ ... + 4,) solutions distinctes non périodiques, et, dans
tout systeme fondamental d'intégrales, il y enaau moins ce nombre.
Si I'on considere le systeme fondamental que conslituent les ¢léments
de tous les sous-groupes, on voit que les solutions non périodiques.
dans ce systéme, au nombre de m — (), + Xy~+ ...+ %,), affectent la
forme de polyndmes entiers en x, ayant pour cocefficients des fonctions



EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES A COEFFICIENTS PERIODIQUES. 85

peériodiques de seconde espéce. Dans chaque polyndme, les coefficients
périodigues ont le méme multiplicateur, qui est d’ailleurs une racine de
’équation fondamentale.

1

96. Obscrvons enfin que les fonctions périodiques de seconde esptce
s'expriment 2 P'aide des fonctions de premiére.
Soit, en eflet, 5{) une fonction uniforme, telle que
F(r+w) =:5(x).

logs

Posons = = ¢ el prenons pour r une quelconque des valeurs de

w

La fonction e F(2) adinet évidemment la période w. Sije la désigne

par 6(x), on a )
F(a)=e™*0(2),

et, par conséquent :

Une fonction uniforme, periodique de scconde espéce, de pc'riode el
de multiplicateur ¢, cst de la forme eri(r), r désignant une quelconque

des valeurs de Ejui:—, et G{x) unc fonction uniforme, périodique de pre-
micdre espéce, de période o.

Pour deux fonctions périodiques de seconde espece, i méme periode
et & méme multiplieateur, les deux quantités r différeront ou de zéro
ou d'un multiple de 3(—: y—1; si les multiplicateurs sont distinets, la
différence des quantités r ne sera ni nuile, ni un multiple de me V—r.

De [i los conséquences suivantes :

Se l’c’qualrbn ondamentale n’a que des racines simples, les eléments
du sysiéme S sont de la forme

et () (i=1, 2,3, ..., m),

les différences mutuelles des quantités r; ne pouvant étre nt nulles, ni un
. 27
mult — NI
ltiple de — v — 1

Si I'équation fondamentale a des racines multiples, les y. élements du
systéme S qui composent le groupe @ répondant a la racine s = ¢
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d’ordre . sont de la_forme

e 0 (),
e [0, (x) -+ o Op(2) |,
e [05 () + @ 0u(e) +a®0ylr)],

€7 [0, () 4 & 0,0(8) A 2D @) A+ ok 2B 0, (0) ],

les differences mutuelles des quantités v\, ry, ... T relatives aux diffé-
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rents groupes, ne pouvant élre ni nulles, ni un multiple de — ¢ —1.
o w

Les fonctions périodiques G{x), appartenant « wun méme groupe, sont
£’ ailleurs des combinaisons lincaires de celles d’entre elles dont le sccond
indice est U'unité, et en particulier G,,(a), 5. ) ., G} ne différent
nuuellement que par des facteurs constants.

Les ¢léments qui constitucnt un sous-groupe de v élements, dédu e
groupe ©, seront de la forme
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la fonction périodigue G.,(x) n'étant pas identiquement nulle.

VIII. — Cas ou P{)) = o est 4 coefficients constants.

27. Lorsque les coeflicients p,. p., ..., p,y de Véquation difleren-
tielle proposée sont des constantes, ils peuvent étre considérés comme
périodiques, de période arbitraire. De lala possibilité de vetrouver,
par les considérations précédentes, la forme analytique des solutions,
bien connue dans ce cas. Pour v arriver, on peul suivre diff¢rentes
voices.

Soit @ une quantité quelconque. Regardous py, pu. ..., p,, comme
périodiques, de période w. Je me bornerai & examiner le cas ou
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I'équation fondamentale A = o, relative & la période w, n’a que des
racines simples ¢;, €5, vy &

P = o admel alors comne intégrales distinctes m fonctions pério-
diques de seconde‘espece, de période w et de multiplicateurs respec-
tifs €, ¢, « .., 5, Désignons par F(a) Pune d’clles, telle que

F(x+w)=c:F{z).

Les coellicients conslants p pouvant étre considérés comme possédant
aussi les périodes quelconques ', o”, ..., les fonctions F(x + o),
Flox 4 "), ... sont aussi des intégrales. Or on a

Flr4+wt+o)=:cF(r+o), Flr+o+o)=::F(r+w)
Ces intégrales prenncnt done le méme multiplicateur ¢ que ¥(x),
lorsqu’on ¥ change @ en 2 -+ w. Dol (n 12) les égalités
Floe+uw)=:F(2), F(r r«)=F(r), ...,
¢, <", ... élant des constantes; et, par conséquent, lafonction F(x) est

périodique de seconde espice a période arbitraire. Elle est done de la
forme
F(r)=_Cer,

C et p désignant des constantes. A cause de

F(r+w)=:F(x),

on aura

[Z g N

1 . - IO”'E.
c'est-i-dire que p est une des valeurs de —>--
Si done I'éguation A = o n’a que des racines simples, P = o admet
m solutions distinctes de la forme

e?lf, ePII, vy e?ml‘,

les différences mutuelles des quantités p ne pouvant étre ni nulles, ni
. 2% -
un multiple de = V—1.

Les fonctions périodiques désignées par §(x) au n° 26 sont ici de

2hnr —

la forme Ce © .
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On sait que les quantités p sont les racines de I'équation algébrique
Fm '*‘171.’:‘,”_l e _'_j)m—l.:J =0

qu’on’appellc ordinairement 1'équation caractéristique. On voit done
que Péquation caractéristique a pour racines les logarithmes, divisés
par w, des racines de I'équation fondamentale relative i la période o.

Dans le cas considéré, ot A = o n’a que des racines simples, Péqua-
tion caractérislique a aussi ses racines distinctes. Mais celte derniere
peut n’avoir que des racines simples, A = o ayant des racines m ultiples.
("est ce qui a lieu lorsque, parmi les différences mutuelles des racines

27

de I'équation caractéristique, il y a des multiples entiers de — V—1.

[ 3]

Dans ce travail, j’ai considéré une équation différenticlle linéaire,
omogene, P == o, h coeflicients uniformes, et admettant une période w,
Uintégrale géndérale étant supposée uniforme. Vai obtenu la forme
analytique des solutions. Les équations i coellieients constants ren-
trant dans le type I = o, on peut retrouver par celfe voie les expres-
sions connues de leurs intégreales, Téquation de Lame, quonl mise en
fumiere tes profondes recherches de M. Hermite, ety en gendral, la
elasse importante des cquations i cocllicients doublement périodiques,
récemment étudiées par M. Picard, rentrent aussi dans le type P = o, cl
constituent le cas intermédiaire cntre le cas des coellicients & une
seule période et celui des coellicients constants. €es équations pos-
sident done un systeme fondamental d'intégrales tel que S, et la ques-
tion de déterminer la forme de leurs solutions revient i trouver la
forme plus particuliere qu'aflfectent les fonctions périodiques désigniées
par §{), lorsque les coellicients p adimettent une seconde période o’
Posé dans ces termes, le probleme a une solution facile, que je me
propose dexposer ultéricurement,





