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jusqu’a Pinfini, et le second = i toutes les valeurs de A qui correspon-
dent 3 une méme valeur de 7. :

Supposons que la température 3 I'instant initial soit donnée par la
fonction f(r, «); alots on aura la formule

22Qu(r, Ar,i) (Anicosno -+ By, sinna) = f{r; ),

et on en déduira les coefficients comme au n° 53.

MEMBRANE DE FORME ELLIPTIQUE.

57. Nous allons maintenant nous occuper du mouvement vibratoire
d’une membrane dont le contour, fixé invariablement, est une ellipse.
Cette question est beaucoup plus difficile que lorsque le contour est un
cercle, et nous I'avons résolue pour la premiere fois dans le tome XIII
du Journal de M. Liouville, 2° série.
~ Nous nous servirons des coordonnées définies au n° 28, et dont nous
avons déja fait application dans le n° 32; mais il convient d’entrer
d’abord dans de nouveaux détails sur ce systeme de coordonnées.

Désignons par A le demi-grand axe de la membrane elliptique, et
par ¢ la demi-distance des foyers prenons pour axes des a et des y les
axes de symétrie de P'ellipse; puis adoptons un second systeme de coor-
données déterminé par les ellipses et les hyperboles qui ont les mémes
foyers que le contour de la membrane.

Une quelconque de ces ellipses est donnée par I'équation

z? 7

(x) E+PQ—02:I,
dans laquelle p est >>¢, et si 'on pose
et B ——— et —_ e P
e e pf=yp—c=c e

p et p’ sont le demi-grand axe et le demi-petit axe de cette elhpse, et
{3 le paramétre thermomeétrique.
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Une quelconque des hyperboles homofocales a pour équation

. . x? a2
(2) ¢ AT =1,

v? ¢t —y?

olr v est < c; et si 'on pose
y=cecosa, ¥ =\/cz—»=csing,

v et V' sont les demi-axes de cette hyperbole, et « son parametre ther-
mométrique.

On passe des coordonnées & et y aux coordonnées « et 3 au moyen
des formules

et g8

B o p
(3) z=c il

oSS =—=1C sine,

que 'on déduit des équations (1) et (2). Si 'on voulait avoir des for-
mules qui pussent s’appliquer immédiatement au cercle, on adopterait

(4) : x —=pcosa, y=p'sina.

Soit M un point qui provient de I'intersection de Vellipse f=f, et
de I'hyperbole v =v,. Prolongeons I'ordonnée du point M jusqu’a sa
- rencontre en N avec le cercle décrit sur le grand axe de V’ellipse. On
voit, d’apres la premidre des équations (4), que I'angle « est égal a
I'angle que fait le rayon mené du centre au point N avec I'axe des z, et,

. v . . » .
comme cet angle a pour cosinus , il est aussi celui que fait avec I'axe

des a 'asymptote a la branche d’hyperbole qui contient le point M, et
le rayon mené du centre au point N est cette asymptote.

Sil'on suppose que  soit positif, 'équation 8=const. représente une
ellipse entiére; mais & = coust. ne représente plus qu’une des quatre
branches de I'hyperbole terminée & I'axe transverse, et ’hyperbole en-
tigre est donnée par les quatre équations

A==y A=W — O, =T 0, L=2T — 0,

qui sont celles des quatre branches.
Il est bon aussi de considérer les positions limites de ces ellipses et
de ces hyperboles; pour 8= o, 'ellipse se réduit a la droite qui joint
16.



— 124 —

les foyers F et F'; I’équation « = o représente la ligne Fa bornée en F
et indéfinie dans le sens des « positifs; « = = représente la ligne F'a'

indéfinie dans le sens des « négatifs; enfin « =~ détermine I'axe des

T

y positifs, et o= 37 I’axe des y négatifs.

58. w désignant le déplacement normal d’un point de la membrane,
nous savons (n° 49) que I'on a I'équation

? S ta e
9 S

et, en y faisant
S w— usin2imi,
on obtient
d*u  du

(6) a2

S
ax? % (lf"' 4

“ Substituons ensuite & x et y les coordonnées « et 3; E étant le signe
d’un cosinus hyperbolique, nous aurons, d’apres le n° 28,

d’u  du 2 du  du
dz* " ay* = ¢|E(2)—cos2a] (3&7 TZ@)’

et 'équation (6) devient

d'u  du 2l
P 222¢?[E(203) — cos2a] u.

Posons
uw—FQ,

en regardant P comme fonction de la seule variable 2, et Q comme fonc-
tion de la seule variable 3, et nous aurons, au lieu de I’équation pré-
cédente,

i Ry i
i i PF{? = —2ke[E(2f) — cos22]PQ
ou
dapP 3 d2Q

I - I ;
= -L2ic?cos20 = — —— -+ 2R (203).
P do? LOs Q (Ip! 7\0]}( ﬁl
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Le premier membre ne peut renfermer que «, et le second que f3; ils
sont donc égaux & une méme constante R; de sorte qu’on a, au lieu
d’une équation aux différences partielles, deux équations différentielles
du second ordre, :

e
= =tk ake QOSza)P_. o,
3 ; -
; Q- -
( 71?)? —[R—20eE(28)]Q =o.

La premiere de ces équations convient & la membrane circulaire si
Pony fait ¢ = o, et nous avons vu que l'on doit alors prendre pour R
le carré d'un nombre entier, afin que la fonction P ait la période 2x. 11
n’en résulte pas que la méme chose ait lieu ici, car on ne voit pas
qu’elle ne dépende pas de Ac; on peut seulement affirmer que si la
constante R dépend de cette quantité, elle se réduit au carré d’un nom-
bre entier pour ¢ = o. :

Supposons que nous connaissions une des valeurs de R et que nous
ayons trouvé des valeurs de P et Q qui satisfassent & ces deux équations;
-alors pour-que la formule ‘

w = PQ sin2Am¢

représente un mouvement vibratoire possible de la membrane, il faudra
encore déterminer A par la condition que Q soit nul pour la valeur de 3
relative au contour.

REFLEXIONS SUR LA CONSTANTE R.

59. Le premier objet que nous devions nous proposer est donc de
chercher & déterminer la constante R. Or si I'on prend un point («, 8)
intérieur au contour de la membrane et qu’on fasse mouvoir ce point
sur Iellipse, dont le parameétre est (3, jusqu’a ce qu’il ait repris sa po-
sition primitive, la coordonnée {2 ne changera pas, et la coordonnée «
s'accroilra de 2m. Done w doit rester le méme quand on y changera «
en « + 27; il en vésulte que P est une fonction périodique et dont la
période est 2m, et cette condition détermine la constante R.
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Pour ¢ = o, R se réduit au carré d’'un nombre entier g et la fonc-
tion P se réduit a '
‘ A singa + B cos ga,

A, B étant deux constantes arbitraires; les deux solutions particulieres
en lesquelles il est le plus naturel de la diviser sont Asinga, Bcosga.
Or il est trés-aisé de reconnaitre que la solution générale d’une équa-
tion différentielle linéaire du second ordre peut étre partagée en deux
solutions particulieres dont I'une soit nulle, et Pautre soit maximum ou
minimum pour la valeur zéro donnée i la variable. Posons donc

P:P(+Pz,

P, étant une solution de I’équation (7) qui s’annule pour « =o, et P,
une solution qui est maximum ou minimum pour cette valeur. Alors
ces deux fonctions pour ¢ = o se réduisent, la premitre 2 Asinge, la
seconde a Bcosga.

On peut voir dans notre Mémoire quelles sont les considératious qui
nous ont guidé dans la recherche de R; mais nous allons ici procéder
immédiatement 2 sa détermination; elle se fera simultanément avec
celle des fonctions P, et P,; nous verrons de plus que la constante R
qui se trouve dans P, n’est pas la méme que celle qui se trouve dans P,.
De sorte quon‘ne peut déterminer R de maniere que la solution gé-
nérale de I’équation (7) ait pour période 27, mais seulement de ma-
niere que P, ou P, ait cette période. :

-

DEVELOPPEMENTS DE LA FONCTION P, ET DE LA CONSTANTE R QUI Y ENTRE
SUIVANT LES PUISSANCES DE c.

60. Remplacons Xc par 2, et la premiere équation (7) deviendra

&
de? :

(R—sltcosza)P—0;

il s’agit de déterminer la solution P, de cefte équation, qui a 2= pour
période et qui est maximum pour « = o.
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Désignant par g un nombre entier, nous poserons

R=g'telr+Bhityho 0k 4. ..,
et nous chercherons & déterminer les coefficients o, > 7.... d’apres la

condition que P, ait 2 pour période.
Faisons aussi, dans I’équation différentielle

P=P,=cosga+ I’p, R=g*+ 0/,
et nous aurons

dp
da?

+(g*—2/*cosaa + Oh?)p — (2 cos2a cg_sg’& —0)cosga=o.

. Posons ensuite
p=p+Hkp, O=w-+Bh,

\
et nous aurons, en séparant les termes de moindre degré en A des
auftres, ‘

2
(1) ozdof -+ 8°p—2C0S2x COSgx — w COSZ«,

2
(b) o :%—%' +(g*—2/?cos2a + B )p,+{— 2cos2a+BA*)p +B cosga.

Pour résoudre 'équation (I), nous remplacerons 2 cos 2« cos go par
cos(g + 2)a + cos(g — 2)a, et nous poserons

p=acos(g+2)a-+bcosga + ¢ccos(g— 2)a;

on trouve immédiatement

=1 g 38

gy (FED e

pour b, il n’est pas déterminé; et, en effet, P, se réduit a cosga pour
~ = o; mais si I'on suppose que I'on ait obtenu son expression et qu’on
la multiplie par 1 + sA2, s étant une constante indépendante de 2, cette
nouvelle expression peut encore représenter P,, et le coefficient &
change par 13 -d’une maniere arbitraire.
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Puisque nous pouvons donner & & la valeur que nous voulons, nous
ferons
b=—0.
Dans I’équation (&), posons
pi=p+ I*p,, B=p + Ch?,

et nous aurons les deux équations

(1I) ; %}ii + g*p;— 2¢082a p 4 B cosga =o,
O d?p,'_'_ (g?—2h*cos2a + B A+ CA*)p.
(¢) L :

+(—2cos2a + DA+ Chi)p,+ (B + CA*)p + Ccosge.

Pour résoudre l'équation (II), on doit remplacer 2cos2ap par sa
valeur

acos(g-+4)o—+bcos(g +2)a—+(a+c)cosga +b cos(g— 2)x 4 ccos(g—4)e,
puis substituer pour p,
pi—=dcos(g -+ 4)a—+ecos(g—+ 2)e 4 feosga + Izséos(g——z)a. + kcos(g— 4)e,

et 'on trouve, en égalant & zéro les coefficients des cosinus des ares dif-
férents
a —b / b c
SR TP fad (PRSI o i TP Y
ﬁ —=a-+c.
r 4
b est laissé arbitraire dans ces formules; si'on y suppose b =o0, on a

I . I
P ngragry. ST Y S angoag—a

I
alg —1)

=

Le coefficient f reste encore indéterminé; et, en effet, si I’on imagine
- obtenue I'expression de P, et qu'on la multiplie par 1 + s&* + ¢4*, on
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changera non-seulement le coefficient & d’une maniere arbitraire, mais
aussi le coefficient £; ce quiil'y a de plus simple est donc de faire
f=o. P
Dans I’équation (c), posons
p-=p.+ l*p;,, C=7y -+ Dk,

et nous aurons

(11I) %%+gzpz—2coszap.—i— Bp +7cosga—o,
o=Lh +(g*—2Mh*cos2a + Bh+ Che)p
(d) do? ° e 3

¢ +(—2cosza+Bh-+ Ch)p,+ (B + Ch2)p, + Cp + Dcosga.
Remplagons, dans I’équation (1), 2 cos2ap, par

dcos(g+6)ax+ecos(g+ 4)a+ (d +f)cos(g+2)e+ (¢ - h)cosge
+(k+f)cos(g—2)a+ heos(g—4)a+k cos(g —6)a,

et posons

p:=1lcos(g+6)a+ mcos(g+ f)a—+n cos(g +2)a
+ ®CoSga + g CoS(g— 2)a + rcos(g — 4)a +scos(g—6)a;

nous aurons

l= i mic b 1'————{l~——— s——']L— :
_‘Iz(g‘—f-&)’ —S(g—i—z), _S(g—z), “12(3‘—3)’
_ —d—f+Ba _k+f—Bec o B T
ThoAe Lt e et

Telles sont les-expressions de /, m, n,..., quelles que soient les va-
leurs données 4 b et £; et si on les suppose nulles, on obtient

i 1

IR AEY T T ST I T a—y
Lo el Al gl

s : g —dg
2 (g+1)(g—1)(g+2)

q = ., y:o-

2(g—1P(g+1)(g—2)

= est indéterminé comme & et £, et nous le ferons nul aussi.
, 17
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Maintenant que 'on voit quel genre de simplification amene I’hypo-
these de la nullité de ces constantes qui sont arbitraires et que I'on re-
connait qu’elle améne I’évanouissement des termes de rang pair dans
s Pis Pisi=srs faisons immeédiatement ces réductions dans les caleuls sui-
vants. Posons, dans I’équation (d),

ps=ps+ F?ps, D= o +EhR;

nous obtiendrons les deux équations

(IV) (i;; 4 g?ps— 2 COS2ap,+ Bpi+ dcosga=o,
d*ps :
o=ron 8 — 2hrcosaa -+ B+ Cho)p,
(e) ,

( +(— 2 cosza + BA?+ Chi) ps+ (B - CI?) ps
-+ Ch2p, -+ (3 + Ef*)p 4~ Ecosga.

Remplacons dans I'équation (IV) 2 cos2ap. par

Leos(g + 8)a + ({-+n)cos(g
+(g-+ s)cos(g

3

4-4)x 4+ (g +n)cosga
4)o +scos(g—8)z,
et posons

ps=R.cos(g + 8)a + Racos(g+ 4)a + Recos(g—4)e + Ry cos{g—8)=;
nous aurons

2 ‘——l : R»__—(l—;—n)—z—ﬁd _q+s—Bk

S
Seah BT e ) N 8g—a) ) T B(g—4)

16(g—4),
g =g-=+n,

ou, en effectuant les calculs,

1 1
R, = 2 R.—— - :
21.3(g+1)(g+2)g+3)(g+4) 2. 3(g—1)(g—2)(g— 3)(g—4)
R.—= ghing baag T ndy g—dgitasg—> o

T eGP G T =g gt (g—2rg—a)
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Mettons dans R les valeurs des premiers termes, et nous obtenons

1 P 58747
2z =1 Salg —1rlg— 4)
98° 4220 —203g*—116 ]ﬂ

64(g*—1)(8*—4)*(8"—9) s

en ajoutant un terme a ceux qui viennent d’étre calculés.

B=pol4

-

61. Il est évident que I'on ne peut continuer ainsi le développement
de P, et de la constante R sans se préoccuper de la valeur du .-nombre
entier g, car le coefficient de %* contient en dénominateur le facteur
g — 1, le coefficient de 4% le facteur g — 2, le coefficient de A*2 le fac-
teur g — 3, et ainsi de suite; de sorte que, quel que soit le nombre
entier pris pour g, on finira par trouver un terme infini. On doit méme
arréter le développement de R avant la rencontre d’un terme infini; car,
pour qu’un terme de la constante puisse étre admis, il faut que le terme
de méme ordre de P, puisse I'étre lui-méme.

~ Prenons pour exemple le cas oit g est égal & 2. En appliquant les
formules du cas général, on a

P,—cos2a + R (T— cosﬁa—L4> -+ hép, -+ htp,,
R=4-+ph + Che.

L’expression de p, renfermerait un coefficient Z qui serait infini;
mais comme on a

2C€0S2ap — 2c0s2a(acosfa + ¢)
—acosba +(a--2¢)cos2a,

nous poserons
pr=dcosba+ fcosaa,

et, en substituant dans Péquation (II), nous aurons
(— 32d — a)cosba - (B — a— 2¢)cos2a =—=o;
par suite, on fera /= o et 'on aura

a ik
d—=—+— a—i 2¢=—"—,
3

2:351' = 12
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tandis que dans le cas général on a
B=a-c:

On peut aisément continuer ce calcul, en procédant comme on a fait
dans le cas oll g est un nombre entier quelconque.

Si g est égal a zéro, le développement que nous avons trouvé pour P,
est applicable, et ¢’est méme le seul cas ol 'on puisse 'appliquer aussi
loin que I'on veut.

Si g=2, on obtient par le calcul que nous avons commencé ci-dessus

; 1 X h
P, = cos2a -+ Iﬁ(—- = cosfa —+ Z) + 384 cosba

= H 43 5
: ~h< G cos8o -+ —5— 13824 cos+a+§>
cos1o0a - 87 cosGa)
221 [84 2211840
: 4
e o(30965'7() COSI2& = 16588800 capn
21059 1363 ) 3
" 79626240 Cosim & 221184 :
A) R:4+%h‘— o OO gl

13824 79626240

Sig=",,ona

1 3 4 I
P,—=cosbfa -+ A* (—— — cosba + — cosza) + ht (
20 2 x

cos8a + J—)
gbo 192

4 hs cost10o — b cosba Sl R T
8 b+ gbooo s ygele

e T (SR e PR
10321920 . 6o 46000 g2160

1 53
— | ——— cOS 140 + —————C0S 10
1857945600 1032192000

——@—L—cosﬁxﬁ- ]

= 2
" 2419200000 62208000

COS20£) = s

433 he 189983 e

(Bt = 16 + bé b64ooo 21772800000
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Les développements (A) et (B) ne contiennent que des puissances
paires de /4*, et nous démontrerons plus loin que R jouit de cette pro-

priété toutes les fois que g est pair.
Pour g= 1, on a les formules suivantes:

h? i I
P,=—cosa — —gc053a-:~ ki = cosba — — cos3a

64

——Iz“(q; g eos7a— x—i—— cosSa + cos?w.). v

1
152 1536

-+ he <7371280 cosga — Z§;—5—2— CoSjo—+ _451;56 cosSa + 5b864 00530:) s

2 e 2__1_ &__i 8. I Bicly i 10
R=:1+4A Sh 64’1 ——1536:’: '36864h b e e

Pourr £—30n4

s w gafac Log x T .
P,—=cos3a+ A ( = c055a+8 cosa) + h (640 €Sy o -+ 6% COSa)

~

+ ks cosga — —L— cosba + —— cosa
46 8 20480 1024

Ry 1 SRS SIS S Sy cos-]os'———l—cos5a——icos:z G
214_32.5.7 I 3"5 ol o2 ?

13 5

R~_9+ ks +64lz‘* 20480h8~16384hw+“”

DEVELOPPEMENTS DE P, ET DE LA CONSTANTE R,
SUIVANT LES PUISSANGES DE c.

62. Proposons-nous maintenant de développer P,, et, comme pour
une méme valeur du nombre entier ‘g la constante R a une valeur.diffé-
rente dans P, et P,, nous la représenterons dans les deux cas par R, et
R,. Ainsi nous avons I'équation différentielle

dzP,

(m) —o +(Ri—2kcos2a) P =0,
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