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Die Stabilitét von Einspurfahrzeugen
Von Dr.-Ing. E. D8hring, Institut fir Fahrzeugtechnik, Braunschweig

und die Bestwerle zu ermitteln braucht.

Die theoretische Behandlung des Bewegungsablaufes

Grundlage fiir jede derartige Untersuchung ist die Aufstel-
lung - der Bewegungsgleichungen des Systems, Hierbei mis-
sén freilich bel einem so komplizierten mechanischen Gebilde
Vernachlissigungen und Vereinfachungen getroffen werden.
$0 wird zundchst dle Rechnung auf kleine Winkel in der Néhe

‘der aufrechien Mittellage und die Betrachtung der gradlinigen

Fahrt beschrénkt, Diese Vereinfachung ist voll gerechtfertigt,

da die Abwelchungen von der Mittellage bei der Geradeaus- '
‘fahrt nur wenige Grade betragen. Bei der Kurvenfahrt fihrt

das System ebenfalls nur kleine Schwingungen um eine Mit-

tellage aus, die durch die Ebene bestimmt ist, in der die .

“'Regultierénde aus Schwerkraft und Zentrifugalkraft und die
beiden Aufstandspunkte liegen. Die VergroBerung der Auf-
standskrifte und die Verschiebung ihres Angriffspunktes im
Latsch kénnen durch Ansatz der Bewegungsgleichungen fiix
‘die Kurvenfahrt auf gleiche Weise wie fiir die Geradeausfahrt
berlidksichtigt ‘werden.

Die- vorliegende Betrachtung beschrénkt sich jedoch zu-
nichst auf die Geradeausfahrt und grofie Kurvenhalbmesser,
die mit einer Schriglage bis zu etwa 10° durchfahren werden.

Weiterhin miissen die Bewegungsgleichungen des Systems
linearisiert werden, weil sie sonst nicht exakt integriert wer-
den kénnen. Bine ndherungsweise Integration der genauen
Differentialgleichungen wiirde wegen des gewaltigen Rechen-
aufwandes keine praktische Bedeutung haben. Ferner werden
die gefederte Aufhingung der Réder und die Federung der
Luftbereifung sowie die endliche Ausdehnung des Latsches
aufer Betracht gelassen, SchlieBlich wird der Fahrer als starr
mit dem Rahmen verbunden angesehen. Diese notwendige
Annahme bringt zweifellos einen Fehler in die Berechnung,
der nicht immer als klein angesehen werden kann. Besonders
bei leichten Maschinen und vor allem bei Rollern, auf welchen
der Knieschluf fehlt, nimmt der Fahrer nicht voll an allen Be-
wegungen des Rahmens teil. ‘

Es ist deshalb nétig, den Einflub dieser Vernachldssigungen
auf das Ergebnis durch Messungen im Fahrversuch zu priifen
und damit die Berecanungen auf ihre Brauchbarkeit hin zu
untersuchen, .

Berechnungen iiber den Bewegungsablauf von Einspurfahr-
zeugen haben bereits gegen Ende des 19 Jahrhunderts die
Viter der Mechanik vorgenommen. Klein und Sommerfeld
(1890) stellten die Bewegungsgleichungen fiir das Fahrrad auf
und zeigten den Weg zu deren Integration!). Bis auf einige
zusitzlich bzw. genauer zu beriicksichtigende GréBen gelten
diese Gleichungen auch fiir Kraftrdder, Uber die Ableitung
s0l] hier nur ein Uberblick gegeben werden.

Wenn man die Forthewegungsgeschwindigkeit als konstant
ansetzt, so behilt das Kraftrad noch zwei Freiheitsgrade: Es
kann seitlich kippen und die Steuerung kann gedreht werden,

1) KJf:J’n.-Summer!eld.- Theorie des Kreisels, Bd. 4 (Anwendungen), Berlin
und Leipzig 1910; vgl, auch R. Grammel: Der Kreisel. 2. Aufl. Bd 2 {Die An-
wendungen des Kreisels). Berlin/Gattingen/Heldelberg 1950.

Die Bewegungsstabilitit eines Einspurfahrzeuges wird in der Entwicklungspraxis durch das Einhalten
von Eriahrungswerten und durch den Fahrversuch hergestellt, Die fir ein bestimmtes Modell gtinstig-
sten Stabilitdtsverhdlinisse lassen sich unter geringem Auiwand mit Hilfe des Versuchs finden, well
man dabei nur zwel Verdnderliche, den Steuerwinkel ¢ und den Nachlauf ¢ (Bild 1 und 2) zu variieren
Untersuchungen tiber den EinfluB von Massenverteilung,
Schwerpunkilage, Kreiselkriften und anderen EinfluBgréBen, Uber das Zusammenwirken der einzel-
nen Kréfte und schlieBlich die Aulstellung von allgemein giiltigen Konstruktionsgrundlagen sind
Jedoch durch das Experiment nur unvollkommen und unter sehr grofem Aufwand méglich. Dagegen
kann man rechnerisch die einzelnen BaugréBen bellebig varileren und die Auswirkungen auf den
Bewegungsablauf studieren. Es ist deshalb von praktischer Bedeutung,

iiber die Stabilitdt des Einspurfahrzeuges anzustellen,

theoretische Untersuchungen

Entsprechend ergeben sich zwei Bewegungsgleichungen fir

"das System. Diese beiden homogenen Differentialgleichungen

sind mit Hilfe des Ansatzes k; * et zu integrieren, Nach den
Regeln zur Lésung derartiger Gleichungssysteme ist die Deter-
minante der Koeffizienten der Konstanten k; gleich Null zu
setzen. Diese Koeffizienten-Determinante stellt den Schliissel
zur Berechnung des Bewegungsablaufes und zur Betrachtung
der Stabilitit des Einspurfahrzeuges dar. Die Koeffizienten-
Determinante lautet (siche Seite 69 unten).

Die Determinante ist dreispaltig, weil man zu den beiden
Bewegungsgleichungen noch eine geometrische Bedingungs-
gleichung hinzufiigt, welche die Abhingigkeit der Schriglage
des Vorderradsystems von der Schriglage des Rahmens und
dem Lenkeinschlag angibt.

‘In der Determinante bedeuten:

Massenverhiltnisse: )
m m IR
M=—J:—;MK1= el ,'MK2= 2
my : my my
Tragheitsverhdlinisse:
kv ksvn kr ki
Kot = 2 Ko =~ K = e Kih = —
1 1 VT~ Ragn
k ky k
K1v="’g‘; K2h=~—“—h—; K2v=—2—v
1 1 1
Langenverhéltnisse:
hy hy, ' ¢ Cy Iy
H=— H=—;C=—:C=— s Ry=—i
A A B e
Iy I
Ry=—; R=—-.
: 1

=~

reduzierte Frequenz: Q = A l/v; ‘
Quadrat des Kehrwerts der Froudeschen Zahl: [ = g * l/v2
Die Abmessungen bezeichnen (Bild 1 un d2):

h [em), Schwerpunkthihe des Vorderradsystems,
" Schwerpunkthéhe des Hinterradsystems,
Nachlauf, )
" Abstand des Durchstichpunktes D vom Aufstandspunkt des
Hinterrades Py,
ky, " Trigheitsarm auf der horizontalen Achse,
Trigheilsarm auf der vertikalen Achse,
Tragheitsarm fir das Deviationsmoment,
kg N Trigheitsradius des Rades,

1 " Radstand (¢, —¢, = I},
m, |kgsec/cm] Masse des Vorderradsystems,

m, ! Masse des Hinterradsystems,
my, " auf den Tragheitsradius reduzierte MafBe des Varderrades,
my Ve auf densclben Tragheitsradius reduzierte Mafe des Hinter-
! rades und des Motors (unter Beriicksichtigung der Uber-
setzung),
T {cm]) Abstand des Angriffspunktes der vertikalen Reaktionskraft
vom Aufstandspunkt Py,
T, . vertikaler Abstand Schwerpunk! -- Aufstandspunkt am Vor-
derradsystem, :
T, o desgl, am Hinterradsystem,
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Z’\w Bild 1. Bezeichnungen
Rdy“ |em]  Arbeitshalbmesser des Rades

Abstand des Schwerpunktes des Vorderradsystems von der
Drchachse,

s , desgl, des Hinterradsystems,

v [cm/sec] Geschwindigkeit,

g [cm/sec?] Erdbeschleunigung,

2 [1/sec]” Frequenz,

8 "

Alle Werte der Determinante sind durch die Einflihrung der
Verhdltnisgréfen dimensionslos geworden. Dadurch wird die
Rechnung iibersichtlich und erfaBt nicht nur eine Maschine,
sondern alle Maschinen mit den gleichen Verhéltniswerten.
An Stelle der Frequenz 1 (aus dem Ansatz k; e#) wurde die
reduzierte dimensionslose Frequenz £ = 1 -+ 1/v und als
dimensionslose Zeit ¢ = [ « v/l eingefiihrt. Da das System
Bewegungen unter dem EinfluB der Schwerkraft ausfihrt, tritt
bei Einfilhrung der dimensionslosen Werte die Froudesche
Zahl Fr = v/ VE—“[ auf, und zwar erscheint in den Gliedern,
die den Erdbeschleunigungsfaktor enthalten, das Quadrat der
reziproken Froudeschen Zahl, das mit f = g+ I/v? bezeichnet
wurde. Die Froudesche Zahl gibt das Modellgesetz an, nach
welchem bei geometrisch &hnlicher Verkleinerung des Sy-
stems (und &hnlicher Verkleinerung seiner Massen- und Trég-
heitsverhéltnisse) die Geschwindigkeit herabgesetzt werden
muf}, damit dhnliche dynamische Verhéltnisse entstehen.

Setzt man in die Koeffizienten-Determinante die Baugréfen
des untersuchten Kraftrades ein, so ergibt sich z. B. flir eine
Diirkopp MD150:

54.1032*—2,74-101 Q2 + f-1,36-10*—6,22 - 101

2,83-10-20%-f.584-10-2 3,48.10-1 *—544.10-1 f
A —6,96-10-322-7,72.10-32% | —2,52.1020* + 7,67 1042 | 2,3-10-3 0%+ 4,34-102.2--6,65-10-2
B +1,62-102f +4,48-102 f —1,432-102 f
1 —1 © 0,5206

sof L~

Bild 2. Bezeichnungen

Koeffizienten-Delerminante:

Die Ausrechnung der Determinante fiihrt zu einer algebra-
ischen Gleichung 4. Grades fiir £, Sie lautet fiir die gleiche
Maschine:

4+ 3908 + (465 —6751) 22+ (3,34 — 474 H 2+
+ (6341—132) = 0.

Durch Iteration (oder auch durch einfaches Probieren) las-
sen sich die vier Wurzeln von {2 finden. Dabei ergeben sich
in jedem Fall zwei reelle und zwel komplexe Wurzeln. Die
beiden komplexen Wurzeln Q,, = o T if stellen als Expo-
nenten von e eine geddmpfte Schwmgung dar: 9

elQpr=¢gl—etif)r

Darin sind a der Dampfungsfaktor und § die Frequenz. Man
erhilt z. B, fiir die Diirkopp MD 150 bei einer Geschwindigkeit
von 90 km/h entsprechend einer Froudeschen Zahl Fr = 7,03
die komplexen Wurzeln £,, = —0,58 £ 0,913 i, Zum Ver-
gleich mit dem Fahrversuch kann die reduzierte Frequenz £
umgerechnet werden in die dimensionsbehaftete Frequenz
dso = Qo VI

Man erhélt: 4, , = — 11,6 £ 17,7 1.

Die Schwingungszeit des Systems ist also

T = 2 @ly = 2a/17,7 = 0,35 sek.

MK, 22— fMH, Ktp Q2* — fH, — MK (Cy 2* 4 2) — KPvh (C 22 4 2)—

— QKR (Mx,; Cp 4 Mg, Ci) — K*g (Mxy + MEKa,)
—Q(MH, C, 4 H, C,) — (MH, -+ H,)

+ [{Ry+ MRy (C—R)

‘—-S'J“ Co (MK sino - — 22 Cy (K*y sino - (§2* Cy + RC,) (MK?y cos o+ MK?ynsino) --
A= ~+ MK?® v cos o) -+ --K%yh cos o) - - (9% C* - 2Cy) - (KPy cO80 + Ky sino) 4 =0
+ QMg K*r Cocos0 -+ | - QMp, K*g Cicoso | + 2sina K2y (C® Mps + Co* Mzy) +
-+ IMCy S, +£Cy S, -~ gin 0 K*, (Cy My -~ Cy Mry)
+Q(Cyt MS; + C1* 8p) + (M8, Cy + 5, Cy) —
—fC, Cysin o (Ry + MR,)
1 —1 lgo







