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Die Stabilitdt von Einspurfahrzeugen

Von E. Déhring, Brauhschweig‘)

Aus dem Studium der flir Einspurfahrzeuge aufgesiellien Bewegungsgleichungen geht hervor, dafs
drei charakleristische Bewegungsformen mdoglich sind, bei denen sich das Fahrzeug je nach dem
vorliegenden Fahrgeschwindigheitsbereich theoretisch stabil bzw. mehr oder minder instabil verhal-
len kann. Die Berechnungsweise wird auf drei verschiedene Versuchsmaschinen angewendet.
Eine gesonderte Belrachiung dient dazu, den Einfluf des mechanischen Steuerddmpfers darzulegen.

Die Entwicklung des Fahrwerks von Einspurfahr-
zeugen ‘ist mit sehr wenig theoretischem Aufwand
betrieben worden; das Fahrwerk des Kraftrades er-
hielt seine heutige Form im wesentlichen durch em-
pirisches Gestalten. Uber die Moglichkeiten, dieses
ziemlich verwickelte Gebilde zu berechnen, wur-
de erstaunlich *wenig bekannt, obwohl bereits im
Jahre 1890 F. Klein und A. Sommerfeld?) die theore-
tische Behandlung des Fahrrades mit Erfolg vorge-
nommen haben. Es ist zwar mit verhaltnismaBig
kleinem Aufwand moglich, die Steuerung des im
iibrigen fertiggestellten Kraftrades ausschlieBlich
durch Versuche so zu bemessen, dafB3 sich die iiblichen
Fahreigenschaften ergeben, weil man dabei nur zwei
Verdnderliche, den Steuerwinkel und den Nachlauf,
in Betracht zu ziehen braucht. Zweifellos hat-aber die
Kenntnis der theoretischen Zusammenhinge fiir den
Konstrukteur groBe Bedeutung, wenn Bestleistun-
gen erzielt und die Fahrwerke weiter vervollkommnet
werdén sollen.

Nachfolgend wird die Eigenbewegung des Ein-
spurfahrzeugs, insbesondere die Frequenz der Rigen-
schwingung um den stationéren Bewegungszustand,
berechnet. Die von F. Klein und A. Sommerfeld?) fiir
das Fahrrad angesetzten Gleichungen wurden so er-
weitert, daf} sie auch fiir das Kraftrad gelten.

1. Auifstellen der linearisierten
Bewegungsgleichungen

1.1 Bezeichnungen

Das Einspurfahrzeug besteht aus zwei um eine ge-
meinsame Achse (Steuerachse) drehbaren Systemen:
dem Vorderrad mit der Gabel, dem Lenker, der Lam-
pe, dem Kotfltigel und dem Gestinge sowie dem
Hinterrad mit dem Rahmen, dem Motor und dem
mif dem Rahmen starr verbunden gedachten Fahrer.
Die gefederte Aufhingung der Rider bleibe unbe-
riicksichtigt, da nur die geradlinige Bewegung aut
ebener Fahrbahn in der Nihe der lotrechten Mibtel-
lage belrachtet wird.

Zum Bestimmen der Lage des Fahrzeugs sind fiinf
Koordinaten notig: zwei Koordinaten legen den
Aufstandspunkt des Hinterrades fest, zwei Winkel
geben die Lage der Radebene an, und eine Koordinate
bestimmt den Winkel zwischen der Rahmen- und
der Vorderradebene. Hinzu kommt die Bedingung,
dall beide Rider den Boden beriihren miissen. Bei
[unf Freiheitsgraden der Lage hal das Fahrzeug je-
m aus dem Institut fiir Fahrzeugtechnik der Techni-
schen Hochschule Braunschweig,

) F. Klein u. A, Sommerfeld: Uber die Theorie des Ireisols.
Bd. IV, Technische Anwendungen. Berlin und Leipzig 1910.

doch nur drei Freiheitsgrade der Bewegung: die Nei-
gung der Rahmenehene (das Kippen), die Drehung
der gelenkten Teile um die Steuerachse und die Vor-

‘wirtsbewegung, deren Richtung durch die Lage der

Vorderradebene bereits bestimmt ist, Es handelt
sich also, wie bei allen Systemen mit rollenden Be-
wegungen, um ein nichtholonomes System, d. h. das
Fahrzeug kann jede seiner o-5fachen Lagen durch eine
Folge von erlaubten Bewegungen einnehmen, jedoch
nicht in jede unendlich benachbarte Lage durch eine
unendlich kleine Bewegung gelangen.

Die Rechnung wird fiir kleine Winkel durchgeliihrt,
da nur bei einer Linearisierung der Bewegungsglei-
chungen deren Integration nach dem Einsetzen der
nichtholonomen Rollbedingung méglich ist. Als Be-
zeichnungen, die man z. T. aus Bild 1 und 2 ersieht,
seien u. a. verwendet:

a Abstand der gedachten Trennstelle zwi-
schen Vorder- und Hinterradsystem vom
Aufstandspunkt des Vorderrades

€1y Cq Abstand des Durchstichpunktes der Steu-
erachse durch die Fahrbahn vom Auf-
standspunkt des Vorderrades (Nachlauf)
bzw. des Hinterrades

¢, bis €, Konstanten

Fr = p/)/ g1 Froudezahl

g Fallbeschleunigung .
h Angriffshshe der Reaktionskraft Y
hy, gy Abstand des Vorderradsystem- hzw. Hin-
terradsystem-Schwerpunktes von der
, Spurlinie
Iy Iy Massentrigheitsmoment des Vorder- bzw.
Hinterradsystems

k Tragheitsarm

K = k/l Trigheitsverhaltnis

I = ¢y — ¢, Radstand

L Wellenldnge

my, my,  Masse dés Vorder- bzw, Hinterradsystems

miRr, mer reduzierte Masse des Vorder- bhzw. des
Hinterrades mit Molor

M = m,[m, Massenverhiltnis

Mp, Mr Reaktionsmoment des Sleuerdampfers
bzw. des Vorderradsystems

N, Ny Drall des Vorder- bzw. Hinterrades

r waagerechter Abstand zwischen dem An-
griffspunkt von Y und der Lotrechten
durch den Aufstandspunkt des Vorder-
rades

Pty Abstand  des Schwerpunkt-FulBpunktes
auf der Spurlinie vom Aufstandspunkt
fiir das Vorder- bzw. Hinterrad

R Arbeilshalbmesser des Vorder- und des
Hinlerrades

o
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8qy Sy Abstand des " Vorder- bzw. Hinterrad-
schwerpunktes von der Parallelen zur
Steuerachse durch den zugehérigen Auf-
standspunkt

{ Zeit,

U, V, W raumfeste Koordinaten

v Fahrgeschwindigkeit

2, Y,z kérperfeste Koordinaten

Y in der Lotrechten (y-Richtung) wirkende
Reaktionskraft auf die Steuerachse

Y, Y, im Aufstandspunkt des Vorder- bzw.

Hinterrades in lotrechter Richtung wir-
L kende Reaktionskralt
VA senkrecht zur Radebene in der Steuer-
achse wirkende Reaktionskraft

a, f Real- bzw. Imaginiirteil von £2

Y Lenlkeinschlagwinkel

By, By Neigungswinkel der Vorder- bzw. Hinter-
radebene gegen die Lotrechte (Schriig-
lagenwinkel)

A - Frequenzparameter

I Steuerwinkel

T reduzierte Zeit,

P1y Pq Winkel der Vorder- bzw. Hinterradebene

gegen die mittlere Fahrtrichtungsebene
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Bild 1. Einspurfahrzeug.

a Steuerachse, b Lotrechte durch den Aufstandspunkt P, des Vorder-
rads, ¢ Lotrechte durch den Aufstandspunkt P, des Hinterrads, d
Spurlinie, P Durchstichpunkt von a durch die Fahrbahn, S, und §;
Schwerpunkt des Vorder- bzw, des Hinterradsystems, o Steuerwin-
kel (Winkel zwischen a und b), ¥ Lenkeinschlagwinkel um a, ¢, und
@, Winkel der Vorder- buw. der Hinterradebene gegen die mittlere
Fahrtrichtungsebene, # und #, Neigungswinkel der Vorder- bzw.
der Hinterradebene gegen die Lolrechte, h, und h, Abstand des
Punktes 8, bzw. S, von d, n, und ry Abstand des Schwerpunkt-
FuBpunktes auf d vom Aufstandspunkt fiir das Vorder- bzw. das
Hinterrad, ¢; = P, P Nachlauf, ¢, = P, P, | = P, P, = ¢, — ¢, Rad~
stand; x,y, z korperfestes Koordinatensystem; U, V, W raumfestes
Koordinatensystem, o Drehvektor
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Bild 2. Kréifle am Einspurfahrzeug.
a, d, Py, Py, Py 81, 8y, 0y hyy Jiay 11y 1oy €4y €2 Wie in Bild 1, ferner: I und
¢ Parallele zu a durch P, bzw, P, A Angriffspunkt der lotrecht wir-
kenden Reaktionskrifte Y, r waagerechter Abstand zwischen A
und Py, 8, Abstand des Punktes S, von b, s, Abstand des Punktes
S, von ¢, m, und m; Masse des Vorder- bzw, des Hinterradsystems,
¢ Fallbeschleunigung, Y lotrechte Reaktionskrafl in der Steunerachse,
7 senkrecht zur Radebene in der Steuerachse wirkende Reaktions-
kraft, Y, und ¥, lotrechte Reaktionskraft in P, buw, in P,

Y = p; — @, Winkel zwischen Vorder- und Hinter-
radebene (Lenkungswinkel)
Winkelgeschwindigkeit eines Rades
reduzierte Frequenz mit den Wurzeln £,
bis £2,.
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1.2 Geometrische Beziehungen

Zwischen den Neigungswinkeln ¢, und'#, der Vor-
derrad- bzw. der Hinterradebene hesleht eine geo-
metrische Beziehung. Denkt man sich das Kraftrad
hei gerade gestelltem Lenker z, B. nach rechts ge-
neigt?), so gilt ¢, = &,. Der Winkel  bezeichne den
Lenkeinschlagwinkel, gemessen um die Sleuerachse
(gedachte Drehachse der gelenkten Teile); er sei nach
links positiv, nach rechts negativ gezéhlt. Wird nun
auBlerdem noch die Steuerung betétigt und ebenfalls
nach rechts (also um —y) eingeschlagen, so erhéht sich
die Neigung des Vorderrades wegen der Schrig-
stellung der Steuerachse unter dem Steuerwinkel o
gegen die Lotrechte um die Komponente des Winkels
p um die Spurlinie. Diese I{omponente hat nach den
Satzen firkleine Drehungen den Werlt —y sino. Somit

gilt:
(1)

Die Komponente des Winkels y um dic lotrechte
Achse betrigt v cos ¢ und ist gleich dem Winkel
@, — @, zwischen der Vorder- und der Hinterrad-
ebene gegen die Ebene der mittleren Fahrtrichtung
(vgl. Bild 1): ‘

B=Py—ysineg...... ...

PL— Py =Y COSO...

1.3 Ermittlung der nichthelonomen Beziehung

/
Aus der Betrachtung des Bewegungsvorganges
ergibt sich die noch bendtigte nichtholonome Roll-
bedingung, Bild 3. Betrachtet man die Geschwindig-
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Bild 3. Geschwindigkeiten am Einspurfahrzeug.
P, Py, Py, €y € gy @ wie in Bild 1, ferner: v Iahrgeschwindigkeit
des' Vorderrades, ¢, = de,/di, ¢, = dg/dt

Ieeit » des Vorderrades in seiner Spur und seine Dreh-
geschwindigkeit ¢, = dg,/dl um die Lotrechte als
gegeben, so wird damit auch die Bewegung des Hin-
terrades bestimmt. Denn das Hinterrad ist im Durch-
stichpunlt P der Steuerachse (durch die Fahrbahn),
der sich mit dem Vorderrad bewegt, angelenkt und
mul} stets diesem Punkt folgen. Der Durchstich-
punkt P hat in der Spur des Vorderrades die Ge-
schwindigkeit » und senkrecht zur Vorderradehene
die Geschwindigkeit ¢, ¢,, da die Drehung sich mit
@, um den Aufstandspunkt P, (Berithrungspunkt
zwischen dem Rad und der Fahrbahn) vollzieht, der
um den Abstand ¢, = P, P von P entlernt liegt. Die
Strecke ¢y, der sog. Nachlauf, ist eine der wichligsten
Groflen des Systems. Die Spur des Hinterrades bildet
mit der des Vorderrades den Winkel ¢, — g,. Senk-

) ) Angaben wie rechts oder links heziehen sich slets aul den in
Sattel sitzenden Fahrev,







